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O PEWNEJ MOZLIWOSCI UWZGLEDNIENIA
SUBSTYTUCJI NAKEADOW W MODELACH DEA

W ,klasycznych” wariantach metody DEA (np. CCR czy super-efficiency DEA) naktady sa catkowi-
cie komplementarne i nie ma ich substytucji. Bierze si¢ to z tego, ze mnoznik poziomu naktadow jest
jednolity dla wszystkich naktadow. W artykule wskazano na mozliwo$¢ uwzgledniania substytucji nakta-
dow poprzez wprowadzenie réznych mnoznikéw dla réznych naktaddéw, co jest charakterystyczne dla
tzw. non-radial (nieradialnej) DEA, opracowanej w swoim czasie przez Dysona i Thanassoulisa (1992).
Zaproponowano prosty miernik substytucji, oparty na mnoznikach naktadow.

Stowa kluczowe: Data Envelopment Analysis, substytucja nakladow, efektywnosc nie-radialna

1. Wstep

Metoda DEA jest chyba najpopularniejsza metoda ustalania efektywnosci wzgled-
nej obiektow gospodarczych. Jak wiadomo, zaproponowali ja Charnes, Cooper i Rho-
des [2]. Od tego czasu doczekala si¢ wielu modyfikacji, rozwinig¢ oraz ogromnej
liczby zastosowan'. Mozna na przyktad wymienié nastepujace gtéwne ujecia metody™:

1. CCR — Charnes, Cooper, Rhodes [2].

2. BCC — Banker, Charnes, Cooper [3].

3. CEM (cross-efficiency model; efektywnos¢ krzyzowa) — Sexton, Silkman,

Hogan [14].

4. SE-DEA (super-efficiency DEA; nad-efektywnos¢ DEA) — Andersen, Petersen
[1].

* Katedra Ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, e-mail:
b.guzik@ae.poznan.pl

! Np. opracowana przez Tawaresa bibliografia metody DEA za lata 1978-2001 zawiera ponad 3000
pozycji [19].
% Szerzej omoéwiono je w artykule Sun, Lu [16].
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5. CEP (cross-efficiency profiling, profilowana efektywnosé krzyzowa) — Doyle,
Green [5], Tofallis [20].

6. SE-BCC (super-efficiency BCC) — Seiford, Zhu [15].

7. SE-SBM (supper- efficiency- slack-based measure; nadefektywnosé¢ oparta na
luzach) — Tone [18].

8. NR-DEA (non-radial DEA; nieradialna DEA) — Thanassoulis, Dyson [17].

Metoda DEA w literaturze polskiej zostala zaprezentowana bodaj po raz pierwszy
w pracach Rogowskiego [12], [13] oraz Gospodarowicza [7]. W chwili obecnej jej
polska bibliografia jest juz znaczaca. Oprdcz podanych prac Rogowskiego i Gospoda-
rowicza obejmuje np. artykuly: Domagata [4], Feru$ [6], Gospodarowicz (2004),
Kopczewski [8], Kopczewski, Pawtowska [9], Pawlowska [10], Predki (2002).

We wszystkich opublikowanych w naszym kraju znanych autorowi pracach doty-
czacych DEA — przynajmniej na etapie formutlowania modelu — przyjmuje si¢, ze
naktady sa wzgledem siebie catkowicie komplementarne i nie zachodzi zjawisko ja-
kiejkolwiek ich substytucji. W niniejszym artykule wskazano na mozliwo$¢ wykorzy-
stania modelu nieradialnej DEA, w ktéorym moze mie¢ miejsce, przynajmniej cze-
$ciowa, substytucja nakladow. Propozycja wydaje si¢ istotnym uogdlnieniem
dotychczasowych uje¢ metody DEA w kierunku szerszego uwzglednienia réznych
okolicznosci o naturze ekonomicznej i technologiczne;.

Przedstawiajac nieradialng DEA bedziemy si¢ odwolywac¢ do klasycznego profilu
CCR (Charnes, Cooper, Rhodes [2]). Ograniczymy sig¢ do nieradialnego modelu CCR,
w skrdocie NR-CCR, zorientowanego na naktady.

2. Okreslanie efektywnosci metoda CCR
ukierunkowang na naklady

2.1. Idea okreslania efektywnos$ci metodg CCR

1. Dany jest pewien zbior obiektow gospodarczych (np. oddzialéw banku, firm,
jednostek przestrzennych). Ponumerujmy je przezj =1, ..., J.

2. Obiekty te przeksztatcaja naktady X, X;..., Xy w rezultaty Yy, Y, ..., ¥, )

3. Dostepne sa nastgpujace informacje o kazdym z obiektow:

3 Uzywamy tu terminologii: naktad (input) oraz rezultat (outpur), a nie rezultat w znaczeniu efekt,
gdyz to ostatnie prowadzi do paradoksow stownych. O ile bowiem w przypadku efektywnosci ukierun-
kowanej na naktady (koszty) mozna mowic o tzw. efektywnosci kosztowej, o tyle w przypadku efektyw-
nos$ci ukierunkowanej na efekty trzeba by mowié o efektywnosci ,, efektowej”. Przyjmujac natomiast, ze
output jest rezultatem (wynikiem), mozna moéwic o efektywnosci wynikowej.
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x, — wielko$¢ naktadu n-tego rodzaju poniesionego w obiekcie j-tym (n =1, ..., N),
vy — wielko$¢ rezultatu r-tego rodzaju uzyskanego w obiekcie j-tym (r =1, ..., R;
j=1,...,J).

Naktady i rezultaty wyrazaja si¢ liczbami nieujemnymi, przy czym przynajmniej
jeden rodzaj naktadu i przynajmniej jeden rodzaj rezultatu jest w danym obiekcie
liczba dodatnia.

Zadanie polega na okresleniu efektywnos$ci (sprawnosci) poszczegoélnych obiek-
tow przy transformowaniu ich wiazek naktadow w wiazki rezultatow.

Wektor
X
T, = y , (D
j
gdzie:

x; — (pionowy) wektor naktadow poczynionych w obiekcie j-tym,

v; — (pionowy) wektor rezultatow uzyskanych w obiekcie j-tym,

nazywa si¢ technologia obiektu j-tego.

Dla okreslenia efektywnos$ci wybranego obiektu, majacego powiedzmy numer
o-ty, w metodzie CCR ukierunkowanej na naktady rozwiazuje si¢ dotyczace tego
obiektu, $cisle okreslone (i dos¢ proste) liniowe zadanie decyzyjne. Jego celem jest
ustalenie takiej liniowej kombinacji technologii poszczegdlnych obiektow, ze naktady
poniesione na uzyskanie za jej pomoca autentycznych rezultatow obiektu o-tego sa
najmniejsze w klasie wektorow naktadow proporcjonalnych do wektora naktadéw
obiektu o-tego.

Oznaczmy:

22 0(j=1,...,J) )

wspotczynniki liniowej kombinacji technologii poszczegdlnych obiektow,
- J
T, = 2/10_,-7} €)
J=1

liniowa kombinacja technologii ,,obiektowych”.

Kombinacja technologiczna IN"O jest swego rodzaju technologia ,,wspolna” catego
uktadu, ,,skojarzona” z naktadami i rezultatami obiektu o-tego. ,,Waga” obiektu j-tego
jest Ay

6, —mnoznik wielko$ci naktadow obiektu o-tego, okreslajacy jaka krot-

no$¢ rzeczywistych naktadéw obiektu o-tego musiataby ,,wykorzy-
sta¢” technologia wspodlna dla uzyskania rzeczywistych rezultatow
obiektu o-tego.

4)
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Przyklad 1

Jesli na przyklad 6, = 0,7, oznacza to, ze zrealizowanie za pomoca technologii
wspolnej tych rezultatow, jakie uzyskat obiekt o-ty, wymaga 70% wielko$ci naktadow
poniesionych w obiekcie o-tym.

Interpretujac za$ ten wynik w ,,druga” strong, mozna powiedzie¢, ze aby obiekt
o-ty byl w petni efektywny, musi on swoje naklady proporcjonalnie zredukowac przy-
najmniej do 70% dotychczasowych.

e Mnoznik 6, < 1 §wiadczy, ze za pomoca technologii wspdlnej rezultaty obiektu
o-tego moglyby byé uzyskane przy mniejszym* naktadzie niz to miato miejsce w tym-
ze obiekcie, a zatem $Swiadczy, ze badany obiekt nie byt (w peini) efektywny.

e Jesli natomiast 6, > 1 oznacza to, ze technologia wspolna nie jest lepsza od tech-
nologii obiektu o-tego, a wigc, ze obiekt o-ty jest efektywny.

W zadaniu CCR jest 0 < 6, < 1.

Z uwagi na przedstawiong interpretacje, mnoznik 6, jest tez wskaznikiem efektyw-
nosci obiektu o-tego. Jesli €, = 1, obiekt jest w petni efektywny. Jesli za$ 6, < 1,
efektywnos$¢ badanego obiektu nie jest 100-procentowa i wynosi €,x100%.

2.2. Zadanie CCR dla obiektu o-tego

1. Dane — wielkoS$ci nakladow oraz rezultatow w poszczegdlnych obiektach, x,,
orazy,,

j=1...,J5r=1,..,Rhn=1,...,N.
1l. Zmienne decyzyjne:

— wspotczynniki kombinacji technologii ,,wspdlnej”, niezbed-
nej dla uzyskania rzeczywistego rezultatu obiektu o-tego.

ﬂ'Ola 1025 “rey ﬂ’OJ (5)

6, — mnoznik poziomu naktadow obiektu o-tego. (6)
1l Funkcja celu
6, — min

— minimalizacja mnoznika poziomu naktadoéw o biektu o-tego.  (7)
1V. Warunki ograniczajqce:
e rezultaty technologii wspoélnej sa nie mniejsze od rezultatdw osiagnigtych przez
obiekt o-ty:

J
D vidy 2y, dar=1,..R); (®)

j=1

* Ogolnie — nie wigkszym.
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¢ naklady technologii wspolnej sa nie wigksze od czesci naktadow poniesionych
przez obiekt o-ty:

J
D x; 2 <Ox,, (dan=1,..N); 9)
=
6,<1. (10)
V. Warunki znakowe:
90; ﬂ"ol) 2’023 ceey AUJZ 0 (1 1)

¢ Zadanie podanego typu, z warunkiem nieréwnosciowym (8) dla rezultatow
i warunkiem nierdéwnosciowym dla naktadow, mozna nazwaé zadaniem w szerokim
sensie zorientowanym na naktady (,,zorientowanie na naktady” oznacza, ze optymali-
zowana jest wielko$¢ naktadow; ,,szeroki sens” — ze rezultaty technologii wspolnej sa
rowne lub wigksze od rezultatow obiektu o-tego; a wige, ze moze powsta¢ nadwyzka
rezultatow ponad wymagany dolny limit).

¢ Zadanie (5)—(7), (9) — (11), w ktorym bedzie chodzito o minimalizacj¢ nakta-
dow przy realizacji $ci§le okreslonych rezultatow, a wigc zadanie, w ktorym dotycza-
ca rezultatow nierownos¢ (8) zostaje zastapiona przez roOwnosc¢

J
D Vjdy =V, (dar=1,..,R), (12)
Jj=1

mozna nazwaé zadaniem Scisle zorientowanym na naktady (,,Scisle” zorientowanie
oznacza, iz za pomoca technologii wspdlnej nalezy uzyska¢ dokladnie takie same
rezultaty, jak w obiekcie o-tym).

Jest zrozumiale, ze wynik obu zadan: ,,$ci§le” oraz ,,w szerokim sensie” ukierun-
kowanego, na ogot beda inne.

Dalej, méwiac o zadaniu ukierunkowanym na naktady, bedziemy mie¢ na mysli
zadanie ukierunkowane na naktady w szerszym sensie, czyli zadanie (5)—(11).

W celu ustalenia efektywnosci wszystkich obiektow trzeba rozwiaza¢ po jednym zada-
niu dla kazdego obiektu. Z formalnego punktu widzenia mozna jednak potaczy¢ je w jedno
»duze” zadanie, z funkcja celu postulujaca minimalizacjg sumy wszystkich wskaznikow
efektywnosci ,, 0 = 1, ..., J, gdyz zadania dla pojedynczych obiektow sa niezalezne.

3. Problem 1: szacowanie efektywnosci CCR

Wykorzystamy dane z pracy Gospodarowicza [7]. Rozpatrzono tam 50 polskich
oraz zagranicznych bankéw dziatajacych w 1998 roku w Polsce i zbadano ich
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efektywnos$¢ technologiczna, przyjmujac cztery rezultaty i cztery naklady. Nasz
przyktad ma wylacznie charakter ilustracyjny i dlatego ograniczymy si¢ do 10 ban-
kéw oraz dwoch naktadow (i czterech rezultatow). Informacje statystyczna podano
w tabeli 1.

Tabela 1. Rezultaty i naktady bankow

Bank B1 B2 B3 B4 BS5 B6 | B12 | B14 | B15 | Bl16

Naklady |majatek 626  |466 98,7 242 [1367 [57,2 [549 [807 |14 567
wklady 132928762 |5881 |5449 [51182[346 [10560]31455|323 |13170
Rezultaty | kredyty 9471 |5859 [1866 [3540 [17009|529 |6761 |7756 |371 |8027
naleznoéci | 2811 |1200 [3772 [1807 |3895 |274 |1162 |5644 |5 952
papiery 4736 3262 [383 |[1159 [33882]1020 |3944 |20362 8,1 8305
prowizje 239 133 [7,78 [54,6 [406 0,09 |[257 |233 |4,56 |113

7 r6dto: Gospodarowicz [7, tab. 3].

Stosujac CCR ukierunkowana na naktady, otrzymuje si¢ wyniki podane w tabeli 2.

Tabela 2. Wyniki CCR ukierunkowanej na naktady

Efektywnosé Bank Wspotczynniki 4,

o, Bl B2 | B3 | B4 | B5 | B6 | B12 | Bl4 | B15 | Bl6
0,990 Bl 0 0 032 0 0 [229]081 | 0 [575] 0
0,795 B2 0 0 002 0 0 [217]043 | 0 | 471 0
1,000 B3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0,897 B4 0 0 030 0 0 1,73 1015 0 [275] 0
1,000 B5 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1,000 B6 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1,000 BI2 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1,000 Bl4 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1,000 B15 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0,815 B16 0 0 0 0 |00 |426 012 | 0 |867| 0

Zrddto: Obliczenia whasne.

Przykladowe wnioski:

o W petni efektywne w sensie CCR ukierunkowanej na naktady sa banki: B3, BS,
B6, B12, B14 oraz B15.

e Najmniej efektywny jest bank B2, ktorego efektywnos¢ stanowi ok. 80% efek-
tywnosci bankow najlepszych oraz bank B16 (efektywnos¢ 81,5%).

e Bank B2 bylby efektywny, gdyby kazdy swoj naktad obnizyt do poziomu 79,5%
naktadu dotychczasowego.
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Nowa, dajaca 100-procentowa efektywnos¢, optymalna technologia dla banku B2
bytaby technologia obliczona jako:

2% technologii banku B3 plus 217% technologii B6 plus 43% technologii B12
plus 471% technologii B15, czyli:

(383 ] [1020] 3944 ] 8,1 1 [370 ]
7,78 0,09 257 4,56 6963
~ 98,7 57,2 549 1,4 5859
T,= 0,02 +2,17 +0,43 +4,71 = :
5881 346 10560 323 1200
1866 529 6761 371 3967
13772 1274 | 1162 | s | 133 |

(466 | [ majatek |
8762 wklady
5859 kredyty
1200 | | naleznosci |

3262 papiery

1133 | | prowizje |
Autentyczna technologi¢ obiektu drugiego podaje wektor 75.
W technologii ,,wzorcowej” naktad majqtku oraz wkiadow bedzie mniejszy niz
autentyczny, a rezultaty odnosnie do kredytow, naleznosci, prowizji bgda takie same,
w stosunku do papierow bgda natomiast wigksze

4. Interpretacja mnoznika nakladéw 6

Z punktu widzenia substytucji naktadow w modelach DEA najistotniejsze znacze-
nie ma interpretacja mnoznika poziomu naktadoéw 6,. Zauwazmy przede wszystkim,
ze z warunku (9) dla CCR:

J
D x2S x,, (dan=1,.,N)
J=1

wynika, iz zadanie bedzie ,,dazylo” do uksztaltowania takiego minimalnego poziomu
prawej strony, ktory wystarczy do zrealizowania rezultatoéw przewidzianych przez
warunek (8), 1 ktory bedzie proporcjonalny do autentycznego nakltadu poczynionego
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w obiekcie o-tym. Wspdtczynnik 6, jest wigc wspdtczynnikiem proporcjonalnosci
naktadow.

W standardowych modelach DEA mnoznik poziomu naktadow @ jest jednolity
dla wszystkich naktadow.

W modelach tych zaktada sig, ze w celu minimalizacji ogoélnego poziomu nakta-
dow nalezy wszystkie je zmienia¢ w tej samej proporcji.

Przyklad 2
Powiedzmy, ze naktady obiektu o-tego byty nastepujace:

100
X, = .
400

W zadaniu DEA bedzie si¢ ,,probowato”, na przyklad, nastgpujace gorne putapy
naktadow:

g,=0,90, 0,80, 0,64,

. 90 80 64
) 3601|1320 | 256

tj. 90%, 80%, 64% — wektora x,.
W standardowych wersjach metody DEA ma miejsce 100-procentowa komple-

mentarnos$¢ 1 zerowa substytucja naktadow.

Przyklad 3
W standardowej DEA nie ma wigc miejsca na przyktad na nastepujace kombinacje
naktadéw zmieniajace wektory naktadu z przyktadu 2:
66
251

. 88 82
) 354 | 300 |

spadek X; 02  wzrost X; 0 2 wzrost X, o0 2
wzrost X,04; spadek X;020; spadek X; 05

czyli nie ma miejsca na (cho¢by minimalna) substytucje naktadow.

W rzeczywisto$ci gospodarcze] substytucja naktadow, moze nie 100-procentowa,
ale czgsciowa, ma miejsce. W konsekwencji komplementarno$¢ nakladéw moze nie
by¢ catkowita.

Podstawowe zatozenie standardowych metod DEA o 100-procentowej komple-
mentarnosci jest zbyt silne 1 nalezy je w mniejszym lub w wigkszym stopniu od-
rzucic.
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4.1. Ogélna idea nieradialnej DEA

Punktem wyjscia metod NR-DEA ukierunkowanych na naktady jest rezygnacja
z jednolitego mnoznika poziomu dla wszystkich naktadow n = 1, ..., N. Przyjmuje
si¢ natomiast, ze kazdy naktad moze mie¢ inny mnoznik (co nie wyklucza, oczy-
wiscie, ze dla niektorych bgdzie on jednolity).

Niech wigc 6,, € (0, 1] oznacza mnoznik poziomu n-tego nakladu w obiekcie
o-tym. Jak juz powiedziano, dopuszczamy, ze mnozniki te dla ro6znych naktadéw mo-
ga by¢ rozne.

Przyklad 4

Powiedzmy, Ze autentyczne naklady w obiekcie o-tym byly takie, jak wyzej, tzn.
X1, = 100, x, = 400.

Migdzy naktadami zachodzita wigc proporcja Xi/X; = 0,250. W standardowej wer-
sji DEA proporcja ta bytaby utrzymywana dla kazdego poziomu naktadéw. Niektore
wektory naktadow odpowiadajace tej proporcji podano w przyktadzie 2.

Obecnie, zakladajac mozliwo$¢ substytucji, proporcja ta moze ulec zmianie, co
zilustrowano w przyktadzie 3. W pierwszej podanej tam sytuacji jest X;/X, = 0,242,
bo w stosunku do wyjsciowej proporcji Xi/X; = 0,25 nastapila substytucja naktadu
pierwszego przez drugi. Z kolei w drugiej sytuacji jest X;/X, = 0,273, gdyz miata
miejsce substytucja naktadu drugiego przez pierwszy.

5. Zadanie NR-CCR ukierunkowane na naklady
dla obiektu o-tego

I Dane jak w CCR, czyli:
x,;— wielko$¢ nakladu n-tego rodzaju w j-tym obiekcie,
v,;— wielko$¢ rezultatu r-tego rodzaju w j-tym obiekcie.

1l. Zmienne decyzyjne:
Aoj (=1, ..., J) — wspolczynniki liniowej kombinacji technologii obiektowych, (13)

6, (n=1, ..., N)— mnozniki poziomu poszczegdlnych naktadow w obiekcie o-tym.(14)

1l Funkcja celu

N
>.6,, > min (15)
n=1
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e minimalizacja sumy mnoznikéw poziomu naktadéw’; wobec (17) oznacza to mi-
nimalizacj¢ naktadow technologii wspolne;.

1V. Warunki ograniczajqce
e rezultaty technologii wspolnej sa nie gorsze od rezultatow obiektu o-tego

J
D Ay 2 (r=1,.,R), (16)
j=1

naktad n-ty w technologii wspdlnej nie przekracza pewnej — z uwagi na (15) — mozli-
wie najmniejszej czesci tego nakladu w obiekcie o-tym

J
Z/lojxnj < Qnoxno (n: 19--~9 N)) (17)
j=1

0,<1(n=1,..,N) (18)

(warunek (18) jest analogonem warunku 6, < 1 dla metody CCR; z uwagi na jego

posta¢ nie trzeba dodawa¢ warunku, by suma mnoznikéw 6,, nie przekracza-
ta N9).

Ay <1(i=1,..,J). (19)

V. Warunki znakowe
Aop G20 (j=1,..,/;n=1,..,N). (20)

Wskaznik 6,, ma, migdzy innymi, nast¢pujace interpretacje:

1. jest wskaznikiem efektywnosci obiektu o-tego ze wzgledu na naktad n-ty;

2. okresla procent, do jakiego powinien zosta¢ zmniejszony naktad n-ty w ba-
danym obickcie, aby obiekt uzyskal 100-procentowa efektywnos$é ze wzgledu
na 6w naktad,

3. oznacza, przy jakiej krotnosci naktadu obiektu o-tego caty uktad obiektow
— stosujac swa optymalna technologi¢ wspolna — uzyska rezultat analogiczny
do rezultatu obiektu o-tego.

> Oznacza to, oczywiscie, minimalizacj¢ $redniej z mnoznikéw dla naktadéw w danym obiekcie.
W CCR kazdy naktad ma mnoznik 6, < 1. W CCR suma mnoznikéw dla naktadow jest wiec nie
wigksza od N.
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6. Problem 2: szacowanie efektywnosci nieradialnej

Obecnie rozwiazemy zadanie ustalania efektywnos$ci bankéw (tab. 1) za pomoca
metody NR-CCR. Przyjmiemy, ze dla obu naktadow mnozniki pozioméw w danym

A

obiekcie moga by¢ rozne. Optymalne mnozniki 6 oraz optymalne wspotczynniki
benchmarkingowe A podano w tabeli 3.

Tabela 3. Optymalne rozwiazanie zadania NR-CCR
ukierunkowanego na naktady

Majatek | Wkiady Wspétezynniki 7

. - Bank

6, é,, Bl | B2 | B3 | B4 | B5 | B6 | BI2 | Bl4 | BI5 |BIl6
0,947 1 Bl |0 0 (03520 0 1,879 |0,805 |0 6,409 |0
0,707 0818 [B2 [0 0 (00720 0 1,527 0,413 |0 5,719 [0
1 1 B3 |0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0,573 0969 |B4 |0 0 (0401 |0 0 0,496 {0,117 |0 4,687 |0
1 1 B5 |0 0 |0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 B6 |0 0 |0 0 0 1 0 0 0 0
1 1 BI12 |0 0 |0 0 0 0 1 0 0 0
1 1 Bl4 |0 0 |0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 BI5 |0 0 |0 0 0 0 0 0 1 0
1 0,616 |B16 |0 0 |0 0 0,011 {6,515 {0,310 |0 6,177 |0

Z16d1o: Obliczenia whasne.

Przykladowe wnioski dotyczace efektywnoSci obiektéw

e Bank B1 jest w pelni efektywny ze wzgledu na naktad drugi i jest efektywny
w 94,7% ze wzgledu na naklad pierwszy. Oznacza to, ze dla uzyskania pelnej efek-
tywno$ci powinien on zredukowac¢ pierwszy naktad do 94,7% nakladu obecnego
(i pozostawi¢ naktad drugi na obecnym poziomie).

¢ Bank B3 jest w petni efektywny ze wzgledu na oba naktady.

e Z uwagi na nakltad pierwszy bank B4 jest efektywny tylko w 57,3%, a ze wzglg-
du na naklad drugi — w 96,9%. Uzyskanie 100% efektywnosci jest mozliwe, gdy
pierwszy naktad zostanie zmniejszony do 57,3% aktualnego poziomu, a naktad drugi
—do 96,9% obecnego poziomu.

Benchmarking

¢ Bank Bl stanie si¢ efektywny, jesli zacznie dziala¢ wedlug technologii:

35,2% technologii B3 + 187,9% technologii B6 + 80,5% technologii B12
+ 640,9% technologii B15.
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Technologia wzorcowa Technologia autentyczna jest
banku B1 jest wektor: wektor:
(593 | (626 |
13292 13292
. 19471 9471
1= T,=
2811 2811
5278 4736
1239 | 1239 |

o, Wzorcowe” naktady sa takie jak autentyczne, rezultaty natomiast sa nieco na
,»Wyrost”: technologia wspolna ,,wytwarza” wigcej niz trzeba rezultatu nr 3 (To zjawi-
sko — nadwyzek po stronie rezultatow i mniejszych niz wymagano naktadow, tzw.
slack’0w — czyli zmiennych swobodnych, jest zywo dyskutowane w DEA ).

7. Substytucja w modelu NR-DEA

Przedstawione zamiany wielkoSci naktadow przy przejsciu od naktadow empi-
rycznych do naktadow optymalnych oznaczaja oczywiscie zmiane struktury naktadow
w porownaniu ze struktura poczatkowa. Jesli wigc obiekt dziata racjonalnie, co dalej
zaktadamy, to zmiany te oznaczaja substytucje jednych naktadow przez inne.

Substytucja jest to konieczne zmniejszenie jednego naktadu z uwagi na wzrost
drugiego lub tez bardziej intensywne zmniejszenie jednego naktadu z uwagi na wol-
niejszy, niz nalezato, spadek drugiego naktadu. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze
rozpatrujemy substytucj¢ (wzrostu lub wolniejszego niz trzeba spadku) naktadu
n-tego przez (spadek) naktadu m-tego.

Uwagi terminologiczne

W metodzie DEA, jak juz mowiono, rozpatruje si¢ sytuacjg, gdy za pomoca dane-
go naktadu uzyskuje sig¢, w ogdlnym przypadku, kilka rezultatoéw; a do uzyskania da-
nego rezultatu niezbegdne jest wykorzystanie, w ogoélnym przypadku, kilku naktadow.

1. Czastkowe wielkosci naktadow poniesionych dla uzyskania rezultatow, czyli

liczby x,’y. G=1,.,J5n=1,.,N;r=1, .., R) nie sa jednak znane. Znane sa tylko

ogolne (generalne) wielkosci naktadow, x,,, poniesionych w poszczegélnych obiek-
tach dla uzyskania wszystkich rezultatow tego obiektu. Dlatego tez mdéwiac o substy-
tucji naktadow w modelach DEA, nie mamy na mysli substytucji pomigdzy naktadami
stosowanymi do uzyskiwania danego, konkretnego rezultatu (substytucja czqstkowa),
lecz tylko substytucje tych nakladow w odniesieniu do catej wiqzki rezultatow, czyli
substytucje ogolng (generalng).
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2. Mowiac o substytucji naktadow, mamy na mysli zmiany relacji pomi¢dzy na-
ktadami w stosunku do sytuacji poczqtkowej. Komplementarno§¢ natomiast bedzie
oznaczalta brak takich zmian.

3. W dalszym ciagu artykulu przyjmujemy, ze numer badanego obiektu, o, jest
ustalony, co pozwoli zrezygnowac z tego indeksu i uprosci notacje.

4. Piszac symbol 0, bedziemy mie¢ na mysli optymalng warto§¢ mnoznika nakta-
dow. Piszac za$ symbol 6 (,,bez daszka”), moéwimy ogoélnie o jakim$ mnozniku na-
ktadow, a nie o jego konkretnej wartosci bedacej rozwiazaniem zadania NR-CCR.

Symptomy substytucji

Dla potrzeb artykutu przyjmiemy bardzo prosta regulg:

O substytucji naktadow bedzie $wiadczyla rozbiezno$¢ migdzy optymalnymi

mnoznikami poziomu poszczegdlnych naktadow.

a) Jesli dla dwoch naktadoéw: m oraz n (m # n; 1 < m, n < N) zachodzi w obiekcie
o-tym:

én = ém b (21)
to w obiekcie tym naklady n-ty oraz m-ty sa w 100% komplementarne (i w 0% sa
substytucyjne) .

b) Jesli natomiast dla tych naktadow

é’l 7£ éﬂl >

(22)

to w badanym obiekcie porownywane naktady sa substytucyjne.

Analiza substytucji dotyczy wylacznie obiektow nie w pelni efektywnych, przy-
najmniej ze wzgledu na jeden naktad i to takich, ze wskazniki efektywnosci dla przy-
najmniej dwoch naktadow sa rézne. Gdy wskazniki efektywnosci dla wszystkich na-
ktadow sa identyczne (np. rowne 1), wowczas naklady sa komplementarne.

Przyklad 5

Niech tak, jak w przyktadzie drugim, w sytuacji poczatkowej naktady x;, = 100,
X2, = 400.

a) Jesli w rozwiazaniu zadania NR-CCR mnozniki 6, oraz 6, beda identyczne
(niekoniecznie réwne 1), oznacza¢ to bedzie, ze zadanie optymalizacyjne sugeruje
pozostawienie poprzedniej proporcji tych naktadow, czyli sugeruje ich komplemen-
tarno$¢ w stosunku do sytuacji poczatkowej. Na przyktad gdy él = 92 = 0,7, oznacza
to, ze oba naktady nalezy ,.komplementarnie” zmniejszy¢ do 70% nakladéw poczat-
kowych, czyli do xl*o =170, x,, = 280.

b) Jesli natomiast mnozniki beda rézne, na przyktad él =0,8; éz = 0,5, oznaczaé
to bedzie, ze pierwszy naktad nalezy zmniejszy¢ do 80% poprzedniej wielko$ci, czyli
do 80, a drugi do 50%, czyli do 200. Nastapi wigc zmiana struktury naktadow z 1:4 na
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1:2,5, ktéra — przy zatozeniu racjonalno$ci dziatania obiektu — nalezy wiaza¢ z sub-
stytucja naktadow.

8. Niektore charakterystyki substytucji w modelu NR-CCR

Substytucja jest to konieczne zmniejszenie jednego naktadu z uwagi na wzrost
drugiego lub tez bardziej intensywne zmniejszenie jednego naktadu z uwagi na wol-
niejszy, niz nalezato, spadek drugiego naktadu.

Wskaznik rozpigtosci substytucji

Za wskaznik rozpietosci substytucji miedzy dwoma naktadami mozna przyjaé roz-
nic¢ migdzy ich mnoznikami poziomu naktadow:

Aum=6,-0, |. (23)

Zerowa warto$¢ odchylenia (23) §wiadczy, ze naklady sa komplementarne, dodat-
nia — ze sa one substytucyjne — i to tym bardziej, im to odchylenie jest wigksze.

Poniewaz w metodzie NR-CCR oba mnozniki — §, oraz 6, sa liczbami z prze-
dziatu [0, 1], rowniez rozpigtos$¢ substytucji jest z przedziatu [0, 1], czyli od 0% do
100%. Przypadek 100-procentowej substytucji ma miejsce, gdy mnoznik dla jednego
naktadu jest rowny 1, za$ dla drugiego jest rowny 0. Wskaznik (23) jest, co oczywiste,
symetryczny wzgledem n oraz m.

Wskaznik substytucji
Wskaznikiem substytucji naktadu n-tego przez naktad m-ty mozna nazwac iloraz

Wi = l?” . (24)
9]71
Obecna strukturg obu naktadow reprezentuje iloraz
G = 2. (25)
x

Uwzgledniajac wskaznik substytucji, strukture ,,docelowa” naktadow mozna okre-
sli¢ jako

=<>

= = Oy W (26)

m

jal p—
O-n;m -

>

Wskaznik substytucji wyznacza wigc zmiang struktury nakladéw empirycznych,
niezbgdna do uzyskania struktury docelowe;.
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Zauwazmy, ze rOwnanie (26) orzeka, iz
X X
< Wn;m )
xm
27

z czego wynika, ze
*m = ﬂ Wn;m-
'xm 'xl‘l
Gdyby faktyczny iloraz naktadu n-tego byt wigkszy od postulowanego:
=20 (1+a),a>0, (28)
xn
(29)

=

n

A ~
X X

m n 11)

- a nm s

faktyczny iloraz drugiego naktadu musiatby spetniac relacj¢
P _ ¢
xn

'xm xm
czyli musiatby by¢ mniejszy od postulowanego o utamek wystepujacy po znaku mi-

nus.
Punkt komplementarno$ci oraz linia substytucji
komplementarno$¢ obu naktadow nazwiemy punktem komplementarnosci naktadow
n-tego oraz m-tego i oznaczymy przez K, . Jego wspodtrzedne dotyczace mnoznika 6,

Kombinacj¢ naktadéw (a wigc i mnoznikéw naktaddéw), w ktorym ma miejsce
oraz mnoznika 6, s3 identyczne (bo inaczej nie miataby miejsca komplementarnosc);
Niech ponadto P, oznacza przedzial zmienno$ci mnoznika 6,, a P, — przedziat

[Hm, min » Hm, max ] (30)

oznaczymy je przez k.
P,=

zmienno$ci mnoznika 6,,:
Pn: [Hn, mins gn, max ]a
Okreslenia min oraz max oznaczaja minimalng oraz maksymalna warto§¢ mnozni-
ka naktadow. Oczywiscie warto$ci minimalne sa nie mniejsze od zera, a maksymalne
nie wigksze od 1. Warto$¢ k nalezy do obu przedzialéw. Przedziaty P, oraz P, na-
zwiemy przedziatami substytucji. Moga one by¢ symetryczne lub niesymetryczne
wzgledem odpowiedniej wspotrzednej punktu komplementarnosci.
Punkt komplementarnosci jest miejscem przecigcia si¢ linii komplementarnosci (przez
ktéra rozumiemy linig, na ktérej oba naklady zmieniaja si¢ w tym samym stopniu)
z linig substytucji, czyli linia okres§lajaca stopien zastgpowania jednego naktadu
przez drugi. W przestrzeni {6,, 6,} linia komplementarno$ci to wychodzaca z po-

czatku uktadu wspoétrzednych linia zapewniajaca, ze 6, = 6,, (w konsekwencji pro-
wadzi to do identyczno$ci wspotrzednych punktu komplementarno$ci). Linia sub-
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stytucji natomiast to linia ,,uko$na”, zawierajaca substytucyjne wzgledem siebie
kombinacje (6,, 6,,).

A O
gm, max
'
P 7 — linia komplementamos'ci
2 .. punkt komplementarnosci K,,,,
el linia substytucji
gm, min - =
- '
ke - -
- ke
)
9’1, min k 9}1, max

Rys. 1. Linia substytucji i punkt komplementarnosci. Symetryczne przedzialy substytucji

Przebieg linii substytucji zalezy od rodzaju substytucji (liniowa czy nieliniowa
1 jakiego typu) oraz od tego, czy przedziaty substytucji P, oraz P, sa symetryczne
wzgledem £.

Na rysunku 1 zilustrowano punkt komplementarnos$ci oraz lini¢ substytucji i lini¢
komplementarno$ci w przypadku, gdy substytucja jest liniowa, a przedziaty substytu-
cji sg symetryczne wzgledem ,,swojej” wspotrzednej punktu komplementarnosci.

Z kolei na rysunku 2 zilustrowano lini¢ substytucji, linie komplementarnosci oraz
punkt komplementarno$ci, gdy substytucja jest liniowa a przedzial substytucji nie jest
symetryczny wzgledem punktu komplementarnosci.

9)71, max
linia komplementarnoS$ci
__..——punkt komplementarnosci K
k . linia substytucji
em, min
» 4,

Hn, min k 011, max

Rys. 2. Linia substytucji i punkt komplementarnosci. Asymetryczne przedzialy substytucji
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Segmentowa linia substytucji zmienia ksztalt w miare przesuwania si¢ punktu
komplementarnosci po linii komplementarno$ci. W granicznym przypadku linia
substytucji sktada si¢ z dwoch odcinkdéw do siebie prostopadtych.

Na rysunku 3 podano natomiast przyktad nieliniowej linii substytucji z symetrycz-
nymi przedziatami substytucji. Ilustracja nieliniowej linii substytucji w przypadku
asymetrycznych przedziatow substytucji jest podobna do rysunku 2 z tym, ze linia
substytucji nie jest funkcja segmentowa, lecz funkcja ,,gtadka”.

A O
Hm, max ,
P
P linia komplementarnosci
ke - .
i L - punkt komplementarnosci Ky
—t - ( <
s .- linia substytucji
-
.
.
.
Hm, min P
.
.
”
'
.
ke
. > 4
Ll n
9/1, min kn 9}1, max

Rys. 3. Nieliniowa linia substytucji i punkt komplementarnosci. Symetryczny przedziat substytucji

Intensywno$¢ substytucji

Intensywnosciq substytucji nakladu n-tego przez naktad m-ty w punkcie 6, = 6*
nazwiemy (minus) pierwsza pochodna linii substytucji, wzigta wzgledem 6, w punk-
cie 6, = 0* (Zakladamy oczywiscie, ze ta pochodna istnieje.)

Przyktadowo, jesli substytucja naktadu n przez naktad m (i odwrotnie) jest liniowa
a przedzialy substytucji sa takie same i sa symetryczne wzgledem punktu komple-
mentarno$ci obu naktadow, to punkt komplementarnosci 6,,, jest oczywiscie Srodkiem
przedziatu, czyli

enm: 0n + em . (3 1)

a wskaznik substytucji S,,.,, = 1.

W og6lnym przypadku substytucji /iniowej z przedziatami substytucji niekoniecz-
nie rownymi i niekoniecznie symetrycznymi wzgledem odpowiedniej sktadowe;j
punktu komplementarnosci, intensywnos$¢ substytucji naktadu n-tego przez naktad m-
ty wyznaczana jest przez wspotczynnik kierunkowy odpowiedniego segmentu linii
substytucji:
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s dla 6,<k

Spim= (32)
S;, dla 6,>k
gdzie:
1 em,max —k
Spm= T g (dla 6,<k), 33)
2 k _gm,min
Sim= T (dla 6,> k). (34)

n,max

Intensywno$¢ substytucji to (wymagana) predkos¢ spadku mnoznika m-tego na-
ktadu, gdy mnoznik naktadu n-tego wzrasta o jednostke, np. wzrasta w stosunku do
tego poziomu, jaki powinien mie¢ miejsce.

Gdyby jednostka zmian mnoznikéw byt 1 punkt procentowy, czyli wartos¢ 0,01,
Sy.m okreslatby, o ile punktow procentowych zmienia si¢ mnoznik naktadow, a wigc
okreslatyby, o ile procent musi zmniejszy¢ si¢ wielkos¢ naktadu m-tego, gdy wielkos¢
naktadu n-tego wzrosnie o 1% (na o 1% w stosunku do poziomu postulowanego).
Wielkos¢ naktadu jest bowiem iloczynem poczatkowej wielkosci naktadow przez
mnoznik.

Ustalanie intensywnoSci substytucji liniowej

W modelu CCR naktady sa w petni komplementarne. Dlatego otrzymany za po-

mocg metody CCR wskaznik efektywnosci éCCR obiektu o-tego mozna uznaé za osza-
cowanie jego punktu komplementarnoéci’. W takim razie mozna przyjaé, ze

k=0ccq. (35)

I. Sposdb szacowania intensywnosci substytucji liniowej
Gdybysmy przyjeli, ze maksymalne mnozniki naktadow sa rowne 1, a minimalne
sa rowne 0, oszacowane wskazniki efektywnosci bytyby okreslone wzorami:

)= 1~ Occr , (dla 6, < k), (36)
CCR
S2 = QCER . , (dla 6,> k). (37)
n,m 1_ HCCR Srll;m

7 Jest to oszacowanie bez zadnych parametrycznych zatozen o ,,naturze” substytucji naktadow.
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II. Sposob szacowania intensywnos$ci substytucji liniowe;j

Gdyby$my natomiast przyjeli, ze dla porownywanej pary naktadow maksymalna
0,
ktory jest wigkszy, a minimalna warto§¢ mnoznika naktadow — przez ten mnoznik
czastkowy, ktory jest mniejszy, czyli:

A

warto$¢ mnoznika nakladow okre$lana jest przez ten czastkowy mnoznik 6

n?o

Hn,max = gm,max = gmax = maX{ én ) ém },

(39)
Hn,min :gm,min: emin = mln{ é,, 5 ém },
wtedy:
Spom= M, (dla 6,<k), (40)
QCCR - gmin
53, = Jeen“Dmn — L (dla 6, K). (41)
’ gmax - QCCR nm

1. Warto pamigtac, ze:
a) szacowanie wskaznikéw substytucji w modelach DEA dotyczy obiektow nie
w petni efektywnych, tzn. takich, dla ktérych przynajmniej ze wzgledu na jedne
naktad efektywnos$¢ jest mniejszy od 1;
b) wskaznik substytucji W,,, naktadu m-tego przez naktad n-ty jest odwrotnoscia
wskaznika substytucji W,,..,;
¢) intensywno$¢ substytucji S,,.,, naktadu m-tego przez naktad n-ty jest odwrotno-
scia Sy
2. Nalezy tez zaznaczy¢, ze o substytucji naktadu n-tego przez naktad m-ty mozna
moéwié, gdy efektywnos$¢ nakladu m-tego, ém , jest mniejsza od 1. Gdyby bowiem
efektywnos$¢ naktadu m-tego (ktory trzeba zmniejszaé, aby zrekompensowaé wzrost
lub niedostateczny spadek naktadu n-tego) byla rowna 1, to zmniejszania naktadu
m-tego bytoby nieoplacalne: naktad m-ty nadal bedzie miat efektywnos¢ ,.co najwy-
zej” 1 1 nic nie zyskujemy na jego efektywnosci, przy jednoczesnym spadku efektyw-
no$ci nakladu n-tego.

9. Problem 3: Szacowanie wskaznikow substytucji
oraz intensywnosci substytucji

W tabeli 4 przytoczono wielko$ci poszczegolnych naktadow i ich wskazniki efek-
tywnosci. Podano tez wskazniki substytucji.
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Tabela 4. Mnozniki naktadow oraz wskazniki substytucji

Wielkosci naktadow Wskazniki efektywnosci Wskazniki substytucji
Bank | majatek (n) | wklady (m) | majatek (n) | wkiady (m) | majatek (n) | wkiady (m)
X, Xom 0, ). Woim Woin
B1 626 13292 0,947 1 0,947 1,055
B2 466 8762 0,707 0,818 0,864 1,157
B4 242 5449 0,573 0,969 0,591 1,692
B16 567 13170 1 0,616 1,623 0,616

Z1r6d1o: obliczenia wlasne, tabela 1, tabela 3.

Przykladowe wnioski dotyczace wskaznika substytucji

e Naktady w banku B1 sa prawie komplementarne, gdyz mnozniki poziomu dla
pierwszego i1 dla drugiego naktadu sa prawie identyczne. Dlatego tez uzyskanie opty-
malnej struktury nakladow (wynikajacej ze 100-procentowej efektywnos$ci) nie be-
dzie, przy obecnych naktadach, wymagato jakie$ radykalnych dziatan, trzeba tylko
majatek zmniejszy¢ do 94,7% dotychczasowego poziomu. Obecnie naktad pierwszy
w banku B1 wynosi 626, a naklad drugi 13292, czyli realizuje sig strukturg 1: 21,23.
Nalezy ja zmieni¢ do proporcji 0,947 x (1/ 21,23), czyli do proporcji naktaddéw
1:22,42.

e Z kolei w banku B4 zmiany musza by¢ radykalne, gdyz mnozniki poziomu na-
ktadow wyraznie sig rdznia: élo =0,573, éZo =0,969. Obecna proporcja obu naktadéw
1: 22,57 powinna si¢ zmieni¢ do 0,591x (1/22,57), czyli do 1: 38,2.

W tabeli 5 przedstawiono wyniki obliczen wskaznikdéw intensywnos$ci substytucji
(wzrostu lub mniejszego niz trzeba spadku) majqtku przez spadek wkiadow. Zastoso-
wano Il sposob szacowania tych wskaznikow.

Interpretujac intensywnos$¢ substytucji majatku przez wktady, trzeba sprawdzac,
czy optymalny wskaznik dla majatku jest mniejszy od £.

Tabela 5. Intensywnos¢ substytucji

Majatek (1) Wkiady (m) k
Bank N N amin amax A S rlz;m S }im
é, 6, Occr
B1 0,947 1 0,947 | 1,000 0,990 0,233 4,30
B2 0,707 0,818 0,707 | 0,818 0,795 0,261 3,83
B4 0,573 0,969 0,573 | 0,969 0,897 0,222 4,50
Bl16 1 0,616 0,616 | 1,000 0,815 0,930 1,08

Z1r6d1o: obliczenia wlasne, tabela 2, tabela 3.
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Przykladowe wnioski dotyczace intensywno$ci substytucji

e W banku B1 wzrost nakladow majatku o 1% powinien by¢ zrekompensowany
spadkiem wktadow o 0,233% (wzigto pierwsza wartos¢ S, gdyz én < k ). Spadek
wktadow nie jest jednak ,,optacalny”, gdyz ich efektywnos$¢ nie zwigkszy sig, bowiem
juz wynosi 1.

e W banku B2 wzrost majatku o 1% musi by¢ zrekompensowany spadkiem wiel-
kosci wktadow o0 0,261%.

e Z kolei w banku B16 wzrost majatku o 1% musi by¢ zrekompensowany spad-
kiem warto$ci wktadow o 1,08% (bierzemy druga warto$¢ S, gdyz én > k).

Na rysunku 4. zilustrowano linie substytucji w przypadku banku B4.

A 9,,1 (én > ém )
n oA I
£=0,90 A

..., linia komplementarno$ci
... punkt komplementarnosci Ky

" linia substytucji

0,57 7

v

0,57 k=0.¢ 0,97

Rys. 4. Segmentami liniowa linia substytucji majatku (n) przez wklady (m). Bank B4
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Including substitution of inputs in DEA models

Classic DEA models (e.g., CCR or super-efficiency DEA) assume that inputs are complementary and
there is no substitution of inputs. The lack of substitution is a result of using the same input multiplier for
all inputs. The author indicates that there is a possibility of including the substitution of inputs by using
individual multiplier for each input. This is a characteristic of so-called non-radial DEA, which was
proposed by Dyson and Thanassoulis (1992).

The author presents some simple measures of substitution which are based on individual multipliers
of inputs: substitution range, substitution index, substitution intensity. The substitution index describes
what change of initial structure of inputs is needed to reach the optimal technology. The substitution
intensity describes the velocity of necessary decrease of one input induced by an increase or not as fast as
expected a decrease of the second input.

Another characteristic of substitution is a substitution line the estimation of which is also proposed
by the author.

Keywords: Data Envelopment Analysis (DEA), substitution of inputs, non-radial efficiency



