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Autorka pracy nawiazuje do swojego poprzedniego opracowania, w ktorym pokazano, ze algo-
rytm CPM-COST nie zawsze prowadzi do rozwiazania optymalnego. Celem niniejszej pracy jest za-
proponowanie nowej metody, ktdra migdzy innymi tym r6zni si¢ od tradycyjnego podejscia, iz zakta-
da sig¢ konieczno$¢ rozpatrywania, w procesie skracania czasu realizacji przedsigwzigcia, wszystkich
Sciezek niedopuszczalnych, czyli drog, ktdrych czas trwania przekracza dyrektywny czas realizacji
calego przedsigwzigcia. Przedstawiong procedurg poréwnano z innymi istniejacymi metodami, sto-
sowanymi w analizie czasowo-kosztowej przedsigwzigc.
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Wstep

Od kilkudziesigciu lat znana jest metoda Sciezki krytycznej w ujeciu koszto-
wym, czyli tzw. algorytm CPM-COST. Procedurg tg stosuje si¢ wowczas, gdy de-
cydentowi zalezy na przyspieszeniu realizacji projektu opisanego siecia czynnosci —
przy jednoczesnym dazeniu do minimalizacji tacznych kosztow, zwiazanych ze
skroceniem czasu trwania wybranych dziatan. Opis wspomnianego algorytmu moz-
na znalez¢ m.in. w pracach [3, s. 182—183], [13, s.136]. W pdzniejszych opracowa-
niach traktujacych o programowaniu sieciowym i zarzadzaniu projektem [44,
s. 254-255], [27, s. 165-166], autorzy, omawiajac kolejne etapy tej metody, po-
wotuja si¢ wlasnie na pracg [3] i zamieszczajq taki sam opis algorytmu (por. tak-
ze [26, s. 86], [48, s. 430]). W pracy [14] pokazano, iz algorytm CPM-COST jest
jedynie procedura przyblizona. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie koncep-
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cji nowego algorytmu, ktéry zostat opracowany m.in. na podstawie wnioskow, za-
wartych w artykule [14].

1. Niedoskonalosci algorytmu CPM-COST

Procedura algorytmu CPM-COST sktada si¢ z nastepujacych etapow (zob. [3],
[27], [44]):

1. Zestawi¢ czynnosci krytyczne, podaé gradienty kosztow' oraz czasy graniczne.

2. Wyeliminowaé te czynnosci krytyczne, ktérych nie mozna skrocié’.

3. Skracanie rozpoczac¢ od czynnos$ci krytycznej o najnizszym gradiencie kosztow.

4. Przy skracaniu czasu trwania czynno$ci stara¢ si¢ skroci¢ jej czas o jak naj-
wigksza liczbg jednostek czasu, przy czym moga wystapi¢ dwa ograniczenia:

— osiagnigcie czasu granicznego dla danej czynnosci,

— pojawienie si¢ nowej $ciezki krytycznej/Sciezek krytycznych.

5. Jezeli istnieja dwie (lub wigcej) Sciezki krytyczne w sieci, nalezy skracaé czas
o t¢ sama wielko$¢ na wszystkich §ciezkach krytycznych.

Z opisu metody wynika, iz:

e W celu skrocenia czasu realizacji catego przedsiewzigcia nalezy rozpatrywac je-
dynie $ciezki krytyczne, poniewaz to one charakteryzuja si¢ najdluzszym czasem
trwania, a zatem decyduja o momencie zakonczenia inwestycji.

e Sciezka, ktora jest krytyczna badz stata sig nia na skutek kompresji sieci zachowuje
w kolejnych iteracjach swoje zerowe zapasy czasu, czyli nie przestaje by¢ krytyczna.

e Wraz z przyspieszaniem momentu zakonczenia przedsigwzigcia liczba $ciezek
krytycznych w kazdej nastepnej iteracji jest taka sama badz wzrasta’,

e Nalezy skraca¢ wszystkie $ciezki krytyczne o t¢ sama wielko$¢, co oznacza, iz
przy ustalaniu mozliwych wariantdow powinny by¢ rozpatrywane tylko niektore prze-
kroje. Przekrojem sieci krytycznej nazywamy kazdy minimalny zbior tukéw, przez
ktore przechodza wszystkie Sciezki krytyczne. Z opisu algorytmu nalezy wywniosko-
wac, iz powinniSmy wzia¢ pod uwagg jedynie kombinacje, stanowiace maksymalne
zbiory tukow rownoleglych. Wariant rozumiany w ten sposob pozwala skroci¢
wszystkie $ciezki krytyczne o doktadnie jedna jednostke. Z kolei przekroj jest poje-
ciem szerszym, gdyz jest nim réwniez kazdy racjonalny wariant, zaktadajacy skroce-

' Przyjmuje sie, ze funkcje czas—koszt dla poszczegdlnych czynnoéci sa deterministyczne i nie-
zalezne.

% Czasu trwania czynno$ci nie mozna skroci¢, gdy normalny czas wykonania dziatania jest rowny
czasowi granicznemu.

3 Autorzy prac [15, s. 50], [23, s. 82], [29, s. 99], [33, s. 109] oraz [48, s. 427] duzy nacisk ktada
réwniez na mozliwos$¢ pojawienia si¢ nowych drog krytycznych w kolejnych iteracjach.
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nie czasu najdtuzej trwajacych $ciezek o przynajmniej jedna jednostke. Kazdy wariant
skracajacy wszystkie najdtuzsze drogi o dokladnie jedna jednostke zawiera sig zatem
w zbiorze przekrojow sieci krytycznej. Kombinacje, o ktorych mowa w opisie algo-
rytmu CPM-COST, nazwiemy w pracy przekrojami ,,doktadnymi’.

e Chcac przyspieszy¢ realizacje inwestycji, nalezy wybra¢ najtanszy przekrdj do-
ktadny’.

Algorytm CPM-COST mozna zaprezentowac¢ w postaci schematu, przedstawione-
go na rysunku 1. Skracanie czasu trwania najdtuzszych $ciezek sukcesywnie o jedna
jednostke jest konieczne zwtaszcza wowcezas, gdy w sieci wystepuje kilka $ciezek
krytycznych. Jezeli natomiast sie¢ sklada si¢ tylko z jednej drogi krytycznej, ktorej
czas trwania jest na dodatek znacznie dtuzszy anizeli czasy wyznaczone dla pozosta-
lych $ciezek, to wybrana(e) czynnos¢(i) krytyczna(e) mozna w danej iteracji przyspie-
szy¢ od razu o wigcej niz jedna jednostke, pamigtajac o ograniczeniach, wynikajacych
z ustalonego czasu granicznego oraz dostgpnych §rodkoéw, przeznaczonych na akcele-

racje dziatan.

Wyznaczyé podsieé
krytyczna

¥

Ustali¢ mozliwe
warianty skrécenia
wszystkich éciezek
krytycznych o jedng

Czy

pojawita sie
nowa $ciezka
krytyczna?

Czy cel
zostat
osiagniety?

Wyznaczyé

jednostke
a) Jedna czynnosé
wspélna dla
wszystkich $ciezek

nowa
podsieé
krytyczng

krytycznych
b) Po jednej czynnosci Wybraé najtanszy
na kazdej éciezce Przypisac¢ technicznie mozliwy
krytycznej wymienionym wariant i skroci¢ czas
c) Kombinacja dwéch > wariantom trwania wybranych
pierwszych taczne koszty = czynnosci o jedng
wariantéw skrocenia jednostke

Rys. 1. Algorytm CPM-COST

Sposob ustalania wariantow skracajacych czas trwania wszystkich $ciezek
krytycznych o jedna jednostke przedstawiono m.in. w pracach [19, s. 303], [33,

* Kazdy przekroj doktadny jest przekrojem, ale nie kazdy przekroj jest przekrojem doktadnym. Do-
dajmy, ze przekrojami sa tylko zbiory zlozone z czynnosci rzeczywistych, a nie pozornych, gdyz czas
trwania tych ostatnich nie moze by¢ skrocony!

5> Wymienionymi zasadami kieruja sie réwniez nauczyciele akademiccy, prowadzacy zajecia z pro-
gramowania sieciowego, czy tez zarzadzania projektem, o czym $wiadcza zamieszczane na stronach
internetowych wyktadowcoéw dydaktyczne opracowania z tego zakresu.
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s. 115-117]°. Osiagnigcie celu wiaze si¢ z uzyskaniem rozwiazania optymalnego
jednego z ponizszych zadan [43]:

a) Decydent minimalizuje czas realizacji przedsigwzigcia (7'), majac na wzgledzie
dostepne srodki (K*), ktére moze przeznaczy¢ na akceleracje¢ (Budget Problem):

T — min, (D)
K<K*. (2

b) Decydent dazy do realizacji inwestycji w czasie nie dluzszym niz zadany czas
dyrektywny (7*), przy czym zamierza to uczyni¢ jak najtaniej (Deadline Problem) :

K — min, 3)
T<T*. (4)

W pracy [14] przedstawiono jednak sytuacje, w ktorych rozwiazanie — uzyskane
za pomoca zaprezentowanego algorytmu — bylo mniej zadowalajace anizeli wynik,
otrzymany na podstawie modelu optymalizacyjnego. W pierwszym przykladzie
(rys. 2), zawartym w artykule [14], celem bylo skrdcenie czasu realizacji przedsig-
wzigcia, sktadajacego sig z szesSciu czynnosci (A-F), z 10 do 8 dni. Koszty skrocenia
danej czynnosci o kazdy kolejny dzien podano w nawiasach kwadratowych (w tys. z1),
a liczba wartosci w nich zawartych stanowila jednocze$nie liczbg dni, o ktéra maksy-
malnie mozna bylo skrdci¢ czas trwania rozpatrywanej czynno$ci. Brak nawiasu kwa-
dratowego przy danym dzialaniu oznaczal, iz jego skrocenie jest technicznie niemoz-
liwe. W nawiasach okragltych przy weztach podano najwcze$niejsze mozliwe
1 najpézniejsze dopuszczalne momenty zajscia zdarzen, a calkowite zapasy czasu
czynnosci przedstawiono w nawiasach okraglych obok tukow.

@4 D2 [s] () (6,6) E 4 [446]  (10,10)
2
A 4 123)/(0) C3 (0)
1
(0,0) B 7 [7] (0) (7,7)

Rys. 2. Wyjsciowa sie¢ w przyktadzie 1 (K — min, 7* = 8)

8 Z trzecim sposobem wyznaczania kombinacji, wymienionym na rys. 1, mamy do czynienia na przy-
ktad wowczas, gdy sie¢ krytyczna sktada sig¢ z trzech Sciezek: I, 11, 111 i jako wariant przyjmujemy skroce-
nie jednej czynnosci wspolnej dla $ciezek I i 111 oraz jeszcze jednej czynnosci, ktora znajduje si¢ tylko na
Sciezce 11.
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Stosujac opisana procedurg generowania rozwiazania optymalnego, otrzymano na-
stepujace wyniki. W pierwszej iteracji nalezato skroci¢ czas trwania czynnosci E i F,
w kolejnym etapie — rowniez. Laczne koszty skrdcenia czasu realizacji przedsigwzig-
cia wyniosty 11 tys. zt. Tymczasem rozwiazujac zadanie na podstawie odpowiednio
sformutowanego modelu optymalizacyjnego (zob. [14]), mozna byto dojs¢ do wnio-
sku, iz wariant A+F jest bardziej oplacalny. Dwukrotne skrdocenie tych czynno$ci
takze pozwolito osiagna¢ czas dyrektywny, a catkowite koszty skrdcenia wyniosty
jedynie 8 tys. zt. Przyklad ten wyraznie pokazuje, iz przy wyborze najtanszego wa-
riantu nie nalezy ogranicza¢ si¢ do zbioréw czynnosci, ktorych skrocenie spowoduje
jednakowe przyspieszenie wszystkich §ciezek krytycznych. Konieczne jest rozpatrze-
nie wszystkich mozliwych przekrojow.

Twierdzenie 1. W celu skrocenia czasu realizacji przedsigwziecia z 7 do 7' — A
mozliwie jak najtaniej, nalezy wzia¢ pod uwage nie tylko przekroje doktadne, lecz
wszystkie przekroje.

Dowéd. Niech B oznacza zbiér przekrojow doktadnych, ustalonych na podstawie
Sciezek krytycznych sieci, ktorych czas trwania wynosi 7, i niech C* bedzie zbiorem
wszystkich mozliwych przekrojow, wyznaczonych dla tego zestawu §$ciezek. Dane sa

przekroje: p, € B oraz p, e C* \ B¥ wraz z odpowiadajacymi im kosztami skrocenia
K(p) 1 K(p,), przy czym K(p,)>K(p,). Niezaleznie od wybranego przekroju,

skrocenie czasu trwania wszystkich czynno$ci nalezacych do niego o A jednostek
spowoduje przyspieszenie catej inwestycji o A. Ze wzgledu na rownanie (3) korzyst-
niej jest jednak wybra¢ przekroj p».

Rys. 3. Mozliwe warianty

Przyktad pierwszy $wiadczy o tym, iz raz ustalona $Sciezka krytyczna w nastep-
nej iteracji niekoniecznie zachowa zerowy zapas czasu. Jezeli najtansza kombinacja
okaze sig zestaw czynnosci, skracajacy dtugos$¢ $ciezek krytycznych o przynajmniej
jedna jednostke, to niektére najdluzsze drogi zostana skrocone np. dwukrotnie,
czyli przestana by¢ krytyczne! Liczba $ciezek krytycznych moze si¢ wigc zmniej-
szy¢ w kolejnej iteracji, co przeczy zalozeniom oméwionego algorytmu. Warto
zauwazy¢, iz — przy odpowiedniej strukturze sieci — najtanszym przekrojem moze
si¢ okaza¢ taki zbiodr, ktory zawiera az n/2 badz (n + 1)/2 czynnosci, wchodzacych
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w sktad $ciezki krytycznej ztozonej z n tukow. Stad w ramach jednej iteracji catko-
wity zapas czasu danej $ciezki moze wzrosnaé nawet o wigcej niz dwie jednostki!
Na rysunku 3 przedstawiono sie¢, skladajaca si¢ z samych $ciezek krytycznych
o czasie T. Jezeli koszt przekroju {A,E.I} bedzie najnizszy, §ciezka A-C-E-G-I zo-
stanie skrocona trzykrotnie, mimo iz cate przedsiewzigcie opisane taka siecig za-
konczy si¢ dopiero w momencie 7— 1.

B 4 [3]1 (1)

\-/(0,0) D6 [4 (1) (7,7

Rys. 4. Wyjsciowa sie¢ w przyktadzie 2 (K — min, 7* = 8)

Drugi przyktad (rys. 4), opisany w pracy [14], jest znacznie bardziej niepokojacy,
gdyz dzigki niemu pokazano, iz opieranie si¢ na przekrojach doktadnych, a nie na
wszystkich mozliwych przekrojach, nie jest jedynym mankamentem algorytmu CPM-
COST. Celem zadania byto zrealizowanie przedsigwzigcia w ciagu 8 dni. Przyjeto, iz
koszt skrocenia o kazdy kolejny dzien jest staly dla danej czynnosci. Czasy graniczne
wynosity odpowiednio: 2, 1, 1, 3 i 1 dzien. Poczatkowo jedyna §ciezka krytyczna byta
droga A-C-E.

Mimo rozszerzenia listy mozliwych wariantdow o kombinacje zaktadajace skro-
cenie $ciezek krytycznych o przynajmniej jedna jednostke, otrzymany wynik suge-
rowatl skrocenie w pierwszej kolejnosci czasu trwania czynno$ci C, a nastgpnie —
czynnosci A 1 E, podczas gdy rozwiazanie uzyskane za pomoca modelu wskazato
jedynie czynnosci A i E. Skrécenie czynnosci C okazalo si¢ zatem zbyteczne,
a nieco zmodyfikowana wersja algorytmu znow wygenerowata drozsze rozwigzanie
(5 tys. zb) anizeli model optymalizacyjny (4 tys. zt). Dodajmy, ze bazujac tylko na
przekrojach doktadnych, wyznaczylibySmy strategie, ktorej koszt wynosi az 6 tys. zt
(L iteracja: C, Il iteracja: B+E), przy czym zadna $ciezka nie trwataby krocej niz 8 dni,
czyli z dtugosci drog wynikaloby, iz nie ma czynnos$ci, ktora zostataby skrdécona
niepotrzebnie. Nadmiarowe przyspieszenie danej czynnosci moze by¢ wigc mozliwe
tylko wowczas, gdy w poprzednich iteracjach wykorzystano przekrdj niebedacy
przekrojem doktadnym.

Twierdzenie 2. Jezeli w trakcie skracania czasu realizacji przedsigwzigcia do
momentu 7'* najtanszym wariantem w przynajmniej jednej iteracji okaze si¢ prze-
kréj, zbudowany na podstawie $ciezek krytycznych i nie bedacy przekrojem do-
ktadnym, to istnieje ryzyko, Ze ostatecznie niektére czynnos$ci zostana skrocone
niepotrzebnie.
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Dowéd. Niech T* = T' — 2, gdzie T' oznacza poczatkowy czas trwania $ciezek
krytycznych. Zatézmy, ze w I etapie (7'— T'— 1) najtanszym wariantem jest prze-
kroj p, taki, ze p, € B, gdzie B! stanowi zbior przekrojow doktadnych ustalonych
dla $ciezek, ktore sa krytyczne na poczatku I iteracji. Ponadto, niech Sf i Si(p,)
beda zbiorami $ciezek krytycznych na poczatku I i II iteracji’. Poniewaz p, € Bf, jest
wigc oczywiste, iz Slk C Sé‘ (p)) . Przyjmijmy, ze p, ={a,,a,,...,a,,...,a,}, gdzie a,,
a, ..., a, oznaczaja czynnosci krytyczne, wchodzace w sktad przekroju p,, przy czym
a,es'ia, ¢ SF\{s'}, as' jest sciezka krytyczna, ktora spetnia nastepujacy warunek:
s' & S5 (p)\SF . Zatozmy réwniez, ze najtansza kombinacja w II etapie (7°— T°— 1)
jest przekroj p, taki, ze p, € Cs(p,)\BS, gdzie Ci(p,) jest zbiorem wszystkich
przekrojow, wyznaczonych dla zbioru S (p,). Niech p) bedzie przynajmniej dwu-
elementowym podzbiorem zbioru p, takim, ze p} €s'. Jezeli zmiane czasu realizacji
przedsiewziecia oznaczymy jako AT, a wyrazenie Af(S;) bedzie okresla¢ taczna
zmiang czasu trwania drég bedacych $ciezkami krytycznymi na poczatku pierwsze;j
iteracji, to po II etapie A#(SF)>AT, a At(s')>AT . Skoro skrécona czynno$é aj
nalezy tylko do $ciezki s', to jej ponowne wydluzenie nie naruszy warunku
At(S!) > AT, ktéry gwarantuje uzyskanie czasu T*, a wiec przyspieszenie dziatania
a; nie jest konieczne.

Rys. 5. Krzywe czasowo-kosztowe dla przyktadu 1 Rys. 6. Krzywe czasowo-kosztowe dla przyktadu 2

W pracy [14] zwrdécono réwniez uwage na to, iZ zaproponowane rozwigzania
zastosowania algorytmu i modelu optymalizacyjnego dla przykladu drugiego beda
identyczne, gdy 7* = 9 dni. W obu przypadkach skrdcenie czasu trwania czynnosci
C o 1 dzien okaze sig¢ najlepsza strategia. Zauwazmy wigc, ze — w celu uzyskania

7 Zbior $ciezek krytycznych w kolejnych iteracjach zalezy od wybranego przekroju w poprzednim
etapie. Dlatego dla Il iteracji przyjeto zapis S%(p)).
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coraz krotszych czasow realizacji projektu — algorytm dotacza do zbioru skréco-
nych juz czynnos$ci kolejne dziatania, model dobiera natomiast optymalny zestaw
czynnosci, stosownie do ustalonego czasu dyrektywnego. Innymi stowy, skumulo-
wana kombinacja dla czasu 7 niekoniecznie musi by¢ podzbiorem skumulowane;j
kombinacji ustalonej dla czasu 7' — 1. Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono krzywe
czasowo-kosztowe dla obu przyktadow, skonstruowane na podstawie wynikow uzy-
skanych za pomoca pierwotnej wersji algorytmu (linia przerywana) i modelu (linia
ciagta). Dlugo$¢ krzywych jest zdeterminowana czasami granicznymi poszczegol-
nych czynnosci.

W pracy [14] wysunigto przypuszczenie, ze stosowanie algorytmu sprawi, iz kaz-
dej kolejnej iteracji moze towarzyszy¢ coraz wigksze odchylenie migdzy wynikiem
otrzymanym a optymalnym. Przyktad 1 §wiadczy o mozliwosci wystapienia takiego
zagrozenia. Im czas realizacji przedsigwzigcia jest krotszy, tym wigksza jest roznica
kosztow. W przyktadzie 2 z kolei czasy graniczne zostaly ustalone na bardzo niskim
poziomie, co sprawia, iz do pewnego poziomu parametru 7* algorytm rzeczywiscie
generuje coraz gorsze rozwiazania anizeli model optymalizacyjny. Przy dalszym skra-
caniu mozliwe jest natomiast wyré6wnanie wynikdw. Mozna by zatem stwierdzi¢, ze
skoro docelowo obie metody prowadza do tych samych rezultatéw, to wytykanie nie-
doskonato$ci algorytmu CPM-COST jest pozbawione sensu. Wiadomo jednak, iz nie
zawsze decydent moze sobie pozwoli¢ na maksymalne przyspieszenie inwestycji ze
wzgledu na ograniczone $rodki. Dlatego posrednie realizacje sa rownie istotne. Warto
takze zaznaczy¢, iz krzywe czasowo-kosztowe, dotyczace wynikow wygenerowanych
przez model optymalizacyjny, uzyskano rozwiazujac odrgbne zadania dla réznych
poziomow T*. Kolejne otrzymane punkty nie ilustruja wigc rozwiazan dla poszcze-
gdlnych iteracji.

Poza niedoskonatosciami algorytmu CPM-COST, oméwionymi w pracy [14],
mozna jeszcze wymieni¢ jedno, do$¢ istotne zagrozenie. Zatézmy, ze czas realizacji
przedsigwzigcia opisanego na rysunku 7 nalezy skréci¢ o 3 dni. W pierwszej iteracji
mamy do wyboru dwie kombinacje, charakteryzujace si¢ najnizszym kosztem (A oraz

B+0Q).
(0) (10,10)

E 3 [2.2]

B 5 [1]

\-/(0,0) D5 (2 7,7

Rys. 7. Wyjsciowa sie¢ w przyktadzie 3 (K — min, 7* =7)
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W przypadku poprawnie dziatajacych algorytméw nie ma znaczenia, ktéra zmien-
na (wariant) o najbardziej korzystnym wskazniku zostanie wybrana(y)®. Wybér danej
zmiennej (wariantu) moze, co najwyzej, wptyna¢ na liczbe krokéw, lecz nie determi-
nuje ostatecznej warto$ci funkcji celu, ktora dla rozwigzania koncowego powinna by¢
zawsze taka sama, niezaleznie od etapéw posrednich. Algorytm CPM-COST nie daje
jednak takiej gwarancji. W tabeli 1 zebrano uzyskane rezultaty koncowe w zaleznosci
od kombinacji wybranej w danej iteracji.

Tabela 1
Iteracje uzyskane za pomoca algorytmu CPM-COST (przyktad 3)
T I opcja 1I opcja 11T opcja
Wariant Koszt Wariant Koszt Wariant Koszt
A 2 A 2 A 2
9 CB 2 CB 2 CB 2
BE 3 BE 3 BE 3
A 2 A 2 A 2
8 CB 0 CB 2 CB 2
BE ) BE 3 BE 3
AD o0 AD ) AD )
7 BCD o0 BCD o0 BCD 0
BE ) BE 3 BE 0
Rezultat Brak rozwiazania Otrzymano rozwiazanie: Brak rozwiazania
dopuszczalnego taczny koszt =7 dopuszczalnego

Mimo iz we wszystkich trzech przypadkach kierowano si¢ minimalizacja kosztow
skrocenia, tylko jedna opcja okazata si¢ skuteczna. W pozostatych zbyt wczes$nie
skrocono czynnos$¢ B, a ta z kolei tworzy wraz z dzialaniem E jedyny dopuszczalny
wariant w ostatniej iteracji. Po raz kolejny dochodzimy wig¢c do wniosku, iz na pro-
blem nalezy spojrze¢ catosciowo i ze optymalizacja w ramach danej iteracji nie musi
wcale prowadzi¢ do optimum globalnego. Sposob postepowania powinien by¢ od
samego poczatku zdeterminowany zadanym czasem dyrektywnym. Warto zwrocié
uwage na jeszcze jedna kwestig. W tabeli 1 zamieszczono jedynie przekroje doktadne.
Gdyby przekroj A+E zostal dotaczony w ostatniej iteracji do listy wariantéw, uzyska-
nie rozwigzania dopuszczalnego (cho¢ nie optymalnego!) byloby mozliwe zaréwno
dla opcji I, jak i opcji IIl. Rozpatrywanie wszystkich mozliwych przekrojow zwigksza
zatem szansg uzyskania jakiegokolwiek rozwiazania dopuszczalnego.

Na koniec wyobrazmy sobie, ze czynno$¢ B w przyktadzie 3 mozna skréci¢ az
o dwa dni, lecz koszt skrocenia tego dziatania o drugi dzien wynosi 3 jednostki. W tej
sytuacji faczne koszty przyspieszenia inwestycji o 3 dni wyniosa odpowiednio 9, 719
jednostek. Tym razem uzyskano wprawdzie rozwiazania dopuszczalne, niezaleznie od

8 Por. np. z algorytmem Little’a czy metoda potencjatéw w zagadnieniu transportowym.
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przyjetego sposobu skracania czynnosci, lecz tylko jedno z nich stanowi optymalna
strategi¢, mimo iz we wszystkich trzech przypadkach wybierano najtansze warianty.

Twierdzenie 3. Gdy przy skracaniu czasu realizacji przedsigwzigcia wybierane sa
przekroje budowlane na podstawie sieci krytycznej, a w danej iteracji istnieja dwa
najtansze warianty, faczny koszt skrécenia do momentu 7* moze zaleze¢ od tego,
ktoéra najtansza kombinacj¢ wybierzemy.

Dowéd. Niech T* = T' — 2, gdzie T' oznacza poczatkowy czas trwania $ciezek
krytycznych sieci. Zatozmy, ze w 1 etapie (I'— T'— 1) najtanszymi wariantami sa
przekroje p, i p, ustalone dla S, czyli wszystkich $ciezek, ktore sa krytyczne na po-
czatku I iteracji. Przekrojom p;, i p, odpowiadaja koszty K(p,) i K(p,), gdzie
K(p)=K(p,) ? Niech ponadto S¥(p,) i S5(p,) beda zbiorami $ciezek krytycznych
na poczatku II etapu w zaleznosci od wybranego przekroju w etapie poprzednim, przy
czym Sy(p,)=S5(p,). Przyjmijmy, ze czynno$¢ a, € p, i ze a, ¢ p, oraz ze k,
oznacza koszt skrocenia czasu trwania czynnosci a, o i-ta jednostke. Niech przekroj 7
bedzie jedynym mozliwym przekrojem ustalonym dla zbioru S; takim, ze a, 7.
Wiadomo réwniez, ze k) < k; , a koszt skrécenia czasu pozostatych czynnosci, dla kto-

rych ¢" > t® (czas normalny przewyzsza czas graniczny) jest staly. Koszt odpowiadaja-
cy wariantowi r; jest wigc zalezny od przekroju wybranego w iteracji poprzednie;j:
K. (p)>K, (p,), ato oznacza, iz koszt przyspieszenia inwestycji do momentu 7 *=
T' - 2 réwniez zalezy od wyboru dokonanego w I etapie: K* *(py, 1) = K(p1) + Ka(p1)

> KT_Z(pza”l) =K(p))+K, (p,)-

2. Modyfikacja pierwotnej wersji algorytmu CPM-COST

Stanistaw Bladowski w pracy [3], komentujac zaprezentowany algorytm stwier-
dza, iz ,,opisana metoda grafoanalityczna jest daleko prostsza niz metody matema-
tyczne algorytmu Fulkersona lub programowania liniowego, parametrycznego,
a ogo6lna doktadno$¢ optymalizacji programu jest praktycznie taka sama”. Majac
na uwadze zaobserwowane rozbieznosci miedzy rozwigzaniami generowanymi
przez algorytm i model optymalizacyjny, nalezy jednak zaznaczy¢, iz owa doktad-
nos¢ jest w duzej mierze zdeterminowana struktura sieci, kosztami ponoszonymi
przy skracaniu czasu trwania poszczegdlnych czynno$ci oraz ustalonymi czasami
granicznymi.

° Zaktadamy, ze Zaden z przekrojow nie prowadzi do przyspieszenia inwestycji o wiecej niz jedna
jednostke.
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Dokonane obserwacje pozwalaja przypuszczaé, iz niepoprawne dzialanie
przedstawionego algorytmu wynika z wyboru wariantu na podstawie niekomplet-
nej badz nieodpowiedniej listy mozliwych kombinacji. Wnioski zebrane w po-
przednim rozdziale postuza nam do opracowania bardziej efektywnego algorytmu
(rys. 8).

Wyznaczy¢ zbiér . Czy_
Sciezek _o_sna_gmqto
niedopuszczalnych nie juz czas T*?
Ustali¢
wszystkie —
mozliwe Przypisac Wybrac najtanszy
przekroje dla wymienionym tecl_1m::z_n||e(= mozliwy
powyzszego przekrojom warlan_ 1 skrocic czas
zbioru 1 jaczne koszty [™P™] trwania wybranych
Sciezek skrécenia czynnosci o jedna
jednostke

Rys. 8. Zmodyfikowana wersja algorytmu (K — min, 7 < T *)

Sciezka niedopuszczalna jest kazda droga, ktorej czas trwania T, > T*. Konstru-
owanie wariantéw na podstawie zaréwno $ciezek krytycznych (ktorych czas T jest
rowny momentowi zakonczenia calej inwestycji), jak i drég podkrytycznych z catko-
witym zapasem czasu mniejszym od wyrazenia (7 — T'*), stanowi jedna z najistotniej-
szych roznic migdzy omawiang nowa koncepcja algorytmu a tradycyjnym podejsciem.
Rozpatrywanie wszystkich $ciezek niedopuszczalnych, juz na samym poczatku roz-
wiazywania problemu, jest konieczne, poniewaz to wtasnie z powodu pominigcia drog
podkrytycznych wyboér wariantow sposrod dotychczasowych list kombinacji, ustalo-
nych dla kazdej iteracji, nie zawsze prowadzit do wyznaczenia najbardziej oplacalne;j
strategii.

Laczne koszty skrocenia czynnos$ci z danego wariantu obliczamy sumujac koszty
przyspieszenia wszystkich dziatan, wchodzacych w sktad tego przekroju. Przy wybo-
rze zestawu czynnosci, ktorych czas trwania powinien by¢ skrocony o jedna jednost-
ke, nalezy kierowa¢ si¢ ponizszymi zasadami:

a) Gdy najnizsze koszty zwiazane sa z przekrojem nie w peli krytycznym, skra-
camy jedynie czas trwania czynno$ci krytycznych nalezacych do tej kombinacji.
Skracanie czynnos$ci niekrytycznych moze z jednej strony szybciej zmniejszy¢ zbior
sciezek niedopuszczalnych, lecz z drugiej strony istnieje ryzyko, iz w ostatecznym
rozrachunku przyspieszenie takich dziatan okaze si¢ zbedne, a przez to drozsze anizeli
wynikatoby to z rozwiazania optymalnego. Za skracaniem tylko dziatan krytycznych
przekroju przemawia jeszcze jeden argument. Otdz samo przyspieszenie czynnosci
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krytycznych jest wystarczajace, by czas realizacji przedsigwzigcia zostal skrocony
o jednostke, co wobec warunku (3) tym bardziej sktania do skracania tylko krytycznej
czesci przekroju.

b) Jezeli dwa przekroje charakteryzuja si¢ tym samym najnizszym kosztem, przy
czym jeden z nich sktada sie¢ z samych czynno$ci krytycznych, a drugi z jednej przy-
najmniej czynnosci niekrytycznej, warto skorzysta¢ z pierwszego wariantu, gdyz ten
pozwala szybciej uzyskac rozwigzanie dopuszczalne.

¢) Gdy istnieja dwa najtansze przekroje, z ktorych zaden nie jest w petni krytycz-
ny, korzystniej jest wybra¢ ten zestaw, dla ktorego suma kosztow skrocenia czasu
trwania czynnosci krytycznych (K*( p)) jest nizsza.

d) Pomijamy te przekroje, dla ktorych k(p) = co. Wariant, dla ktérego &*(p) #
i K"(p) = oo (gdzie K" (p) oznacza sume kosztow skrocenia czynnosci niekrytycznych
przekroju), wykorzystujemy tylko wtedy, gdy dla pozostatych kombinacji w danej
iteracji &*( p) = co.

Stosowanie wymienionych zasad pozwala nam wybra¢ warianty o najnizszym
koszcie i o minimalnej liczbie czynnosci, ktorych czas trwania nalezy skrocié, by
osiagnac czas T'*.

Twierdzenie 4. Skracanie czasu realizacji przedsigwzigcia na podstawie wszyst-
kich mozliwych przekrojow, ustalonych dla calego zbioru $ciezek niedopuszczalnych,
zapobiega skracaniu czynnosci, ktorych przyspieszenie nie jest konieczne do osia-
gnigcia czasu 7'*.

Dowéd. Niech T* = T'—2. Zatézmy, ze w 1 etapie (7' — T' - 1) najtanszym wa-
riantem jest przekroj p; taki, ze p, € C' \ B, gdzie C/“ stanowi zbiér przekrojow
ustalonych dla zbioru $ciezek niedopuszczalnych na poczatku I iteracji (S ), a B/
Jest zbiorem przekrojoéw doktadnych, wyznaczonych dla tegoz zbioru. Niech K’ ozna-
cza zbior czynnosci krytycznych w j-tej iteracji, a NK’/ — zbior czynnosci niekrytycz-
nych. Przyjmijmy, ze p, ={a,a,,...,q,,..,a,}, gdzie a,a,,..,q, ek',
a,.»..a, ,a,€NK'. Niech p| bedzie przynajmniej 2-elementowym podzbiorem
krytycznym zbioru p; takim, ze p|es', gdzie s' jest $ciezka spetniajaca warunek:
s' € 8§ . Wybér przekroju p, oznacza, iz po I iteracji moga wystapi¢ trzy sytuacje:

A s'eSH, s'eSM, t(s")=T*<T*=T"-1, gdzie T jest czasem realizacji
przedsigwziecia na poczatku II iteracji.

B.s'eS), s'eS8, t(s")=T*=T"'-2=T* (koniec obliczen).

C.s'eSy,s'eSi, t(s")<T? =T" —2 = T *(koniec obliczen).

Jezeli po I etapie czas T — 2 nie zostanie jeszcze osiagnigty (przypadek A), to do-
wolny przekrdj r ustalony dla II etapu bedzie taki, ze kazda jego czynnos$¢ krytyczna

a, € S \{s'tv a, €S} n{s'}. Skoro przekroj r nie bedzie zawieral czynnosci,
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ktora by nalezata tylko do $ciezki s', mozemy mie¢ pewno$é, ze zadne zbedne dziata-
nie nie zostanie skrocone'.

Z technicznego punktu widzenia zmodyfikowana wersja algorytmu tym rézni si¢ od
algorytmu CPM-COST, Zze w miare zblizania si¢ do zadanego czasu T* przekroje sa
konstruowane dla coraz mniejszej liczby S$ciezek, gdyz zbidr droég niedopuszczalnych
maleje w trakcie obliczen. Stosujac tradycyjne podejscie, wyznaczamy przekroje do-
ktadne dla $ciezek krytycznych, a liczba takich $ciezek zazwyczaj wzrasta. Skracanie
czasu realizacji przedsigwzigcia zgodnie z udoskonalona procedura sprowadza si¢ do
rozpatrywania iteracji jakby w odwrotnej kolejno$ci anizeli w przypadku przyspieszania
momentu zakonczenia inwestycji za pomoca pierwotnej wersji algorytmu CPM-COST.

Twierdzenie 5. Gdy przy skracaniu czasu realizacji przedsigwzigcia wybierane sa
przekroje budowlane na podstawie $ciezek niedopuszczalnych, wzrastaja szanse uzy-
skania najtanszego rozwigzania dopuszczalnego dla momentu 7* (por. dowdd twier-

dzenia 3).

©) c 2] ©

1
\/(0,0) D6 [4] (1) (7,7

Rys. 9. Wyjsciowa sie¢ w przyktadzie 2 (K — min, T = 4)

W tabeli 2 przedstawiono sposob generowania poszczeg6lnych iteracji przez nowa
wersje algorytmu dla przykladu 2 (rys. 9) przy zalozeniu, iz czas dyrektywny wynosi
4 dni''. Oczywiscie, w przypadku zmodyfikowanej procedury, wybér czynnosci, kto-
rych czas trwania nalezy w danym etapie skrocié, jest Scisle zwiazany z docelowym
czasem dyrektywnym. Tymczasem jesli stosujemy pierwotng wersjg algorytmu, to ze-
staw dziatan wybranych w rozpatrywanej iteracji jest zawsze taki sam niezaleznie od
tego, jaki czas realizacji przedsigwzigcia nalezy ostatecznie uzyskaé (tab. 3). Z zesta-
wienia w tabeli 3 wynika, iz nowa wersja algorytmu moze wskaza¢ w danym etapie
wariant drozszy anizeli kombinacja wyznaczona tradycyjnym podejsciem, gdyz zmody-
fikowana metoda koncentruje si¢ na efekcie finalnym, podczas gdy zalozeniem algoryt-
mu CPM-COST jest ustalenie rozwiazania optymalnego dla danej iteracji, ktore nieko-
niecznie musi by¢ najlepsza strategia z punktu widzenia wyniku koncowego.

OW ogélniejszym przypadku (np. gdy 7* = T' — 3) mozliwe jest, by czynno$é nalezaca tylko do
$ciezki s' weszta w sktad przekroju r, lecz w zwiazku z tym, iz ¢' ¢ S¥, bytaby to czynno$é niekrytyczna,
a czas trwania niekrytycznych dziatan przekroju nie jest skracany.

"'W zadaniu przyjeto, Ze czasy graniczne wynosza odpowiednio 2, 1, 1, 31 1 dzien.
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Tabela 2
Iteracje uzyskane za pomoca zmodyfikowanego algorytmu (przyktad 2, T * = 4 dni)
Cras Sciezki niedopuszczalne Przekrf)je u.stalo?e' . Wybrane Laczny Cuas
. . na podstawie zbioru $ciezek L. koszt
wyjsciowy | krytyczne | niekrytyczne niedopuszczalnych CZYNNOSCi | 4 oo uzyskany
A+tD=6
10 A-C-E A-B AtE=4 AE 4 8
D-E B+C+D =38
B+E=5
A-B A+tD=6
8 A-C-E - AtE=4 AE 4+4 =38 7
D-E B+C+D =38
B+E=5
AtD=6
7 A-B A-C-E A+tE= A,D 8+6=14 6
D-E B+C+D =38
B+E =
A+D =
6 A-B A-C-E A+tE=0 B,D [14+7=21 5
D-E B+C+D =38
B+E =
A-B A+D =
5 A-C-E - A+tE=0 B,C,D |21+8=29 4
D-E B+C+D =28
B+E =
Tabela 3
Zestawienie wynikow wygenerowanych przez pierwotna i nowa wersjg algorytmu12
Tteracja Pierwotna wersja algorytmu | Nowa wersja algorytmu | Nowa wersja algorytmu
T* Laczny koszt | T* Laczny koszt T* Laczny koszt
10-9 Dowolny 1 9 1 4 4
9-8 Dowolny 6 8 4 4 4
87 Dowolny 11 7 8 4 8
7-6 Dowolny 17 6 14 4 14
6-5 Dowolny 23 5 21 4 21
5-4 Dowolny 29 4 29 4 29

Zauwazmy, iz korzystajac z nowej metody, pomijamy etap 7 = 9 (tab. 2). Zaleta
tej procedury jest mozliwo$¢ przyspieszenia momentu zakonczenia przedsigwzigcia
nawet o kilka jednostek w ramach danej iteracji, mimo ze czynnosci z wybranego
wariantu skracamy tylko raz. Skorzystajmy ponownie z sieci, opisanej na rysunku 3.

12 Symbol T * oznacza czas dyrektywny.
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Tym razem jednak przyjmijmy, ze tylko $ciezka A-C-E-G-I jest krytyczna (rys. 10).
Dane o sieci zawiera tabela 4.

Tabela 4
Dane o sieci z rys. 3
Czynnosci A B C D E F G H
Czas trwania (w dniach) 5 9 5 9 5 9 5 9 5

Koszt skrocenia o jeden dzien 1 3 2 2 1 2 1 3 1

D H
E
A I
C G
B F

Rys. 10. Wyjsciowa sie¢ w przyktadzie 4 (K — min, T* = 22)

Jezeli czas dyrektywny wyniesie 22 dni, wszystkie $ciezki beda niedopuszczalne.
Dzigki skroceniu czasu trwania czynno$ci z najtanszego przekroju (A+E+I) o jedna
jednostke otrzymamy od razu rozwiazanie dopuszczalne, a zarazem optymalne,
mimo iz poczatkowy czas realizacji przedsigwzigcia byt dluzszy od zadanego az o 3 dni
(tab. 5).

Tabela 5
Dlugosé sciezek dla planu poczatkowego i optymalnego
. Czas trwania $ciezek
Sciezki
przed I iteracja po L iteracji
A-D-H 23 22
A-D-G-1 24 22
A-C-E-G-I 25 22
A-C-E-H 24 22
A-C-F-1 24 22
B-E-H 23 22
B-E-G-1 24 22
B-F-I 23 22

Mozliwo$¢ pominigcia niektorych etapow pojawia si¢ rowniez wowczas, gdy dany
przekréj mozna wykorzystaé p razy z rzedu. Symbol p' oznacza liczbe jednostek,
o ktora warto od razu skréci¢ czynnosci aj. z przekroju /:



20 H. GASPARS

—T*4+ 7!
p' =min n}}n{tj —tf +2z7}, msin {E(LﬁZYJ_,_ 1} 13 (5)

J WS

t; —aktualny czas trwania j-tej czynnosci,
t$ — graniczny czas trwania j-tej czynnoSci,
c . . . y .
z; —catkowity zapas czasu j-tej czynnosci,

T, - czas trwania $ciezki niedopuszczalne;j s,

T* —ustalony czas dyrektywny,

Z‘f — suma catkowitych zapaséw czasu czynnosci nalezacych jednoczesnie do
I-tego przekroju i do $ciezki s,

wé — liczba czynno$ci nalezacych jednoczes$nie do /-tego przekroju i do $ciezki s.

Czynnosci krytyczne z wybranego wariantu mozna skroci¢ p' razy, natomiast licz-
ba jednostek, o ktéra nalezy przyspieszy¢ j-te dziatanie niekrytyczne z tego przekroju
wynosi max{0, p’ —z;}. Przy skracaniu czasu realizacji przedsigwzigcia opisanego

w przyktadzie 2 przekrdj A+E oraz B+C+D sa najtanszymi wariantami w dwoch sa-
siednich iteracjach. Zastosowanie wzoru (5) moze zatem jeszcze bardziej przyspie-
szy¢ obliczenia.

Nowa metod¢ mozna stosowaé zarowno wowczas, gdy koszty skrocenia czasu
trwania danego dziatania o kazda kolejna jednostke sa takie same, jak i wtedy, gdy
owe koszty sa rézne w zaleznosci od tego, o ktora jednostke czas trwania wybranej
czynnosci jest skracany.

Procedura zaprezentowana w tym rozdziale znajduje zastosowanie w zadaniach
o postaci (3)—(4). Gdy celem decydenta jest minimalizacja czasu realizacji przedsig-
wzigcia przy zadanym koszcie dyrektywnym, liczba jednostek, o ktora nalezy przy-
spieszy¢ moment zakonczenia inwestycji nie jest z gory znana. Wiadomo jedynie, ze
skracajac czas realizacji projektu o kolejne jednostki, nie mozna przekroczy¢ dostep-
nych $rodkow. W przypadku zadania (1)—(2), nie jesteSmy wigc w stanie okresli¢
poczatkowego zbioru $ciezek niedopuszczalnych, na podstawie ktorego ustalana jest
lista przekrojow. Warto wowczas wygenerowac rozwiazania dla ré6znych momentow
zakonczenia przedsigwzigcia i wybra¢ ten punkt, lezacy na krzywej czasowo-
kosztowej, ktory spetnia warunki (1)—(2).

13 Wyrazenie E(T,— T * + Z')/w')) oznacza cechg ilorazu (T,— T* + Z.)/w',. Ze wzoru (5) mozna ko-
rzysta¢ tylko wtedy, gdy koszt skrdcenia czasu trwania poszczegdlnych czynnosci jest staly.
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3. Ocena nowej wersji algorytmu

Zardéwno pierwotna, jak i nowa wersja algorytmu moze by¢ wykorzystywana przy
ustalaniu harmonogramu projektéw, charakteryzujacych si¢ mata liczba czynnosci.
Obie metody sa recznymi procedurami obliczeniowymi, ktore mozna stosowac nieza-
leznie od tego, czy koszt skrocenia czasu trwania czynno$ci o kazda kolejna jednostke
jest staly czy zmienny, co jest z pewnoscig ich atutem, gdyz w wielu pracach analizo-
wane sa jedynie sytuacje, w ktorych funkcja kosztow spetnia okre§lone zatozenia'®.
ZYozonos$¢ obu technik zalezy m.in. od budowy sieci, obrazujacej realizacj¢ przedsieg-
wzigcia oraz od roéznicy mig¢dzy rzeczywistym a dyrektywnym momentem zakoncze-
nia inwestycji. Techniczna réznica migdzy tymi procedurami polega na tym, iz
w algorytmie CPM-COST skracane sa czynnosci lezace na $ciezkach krytycznych,
nowa wersja natomiast zaklada akceleracjg dziatan krytycznych niekoniecznie naleza-
cych do najdtuzszych drog.

Zmodyfikowany algorytm ma te przewage nad pierwotna wersja procedury, iz ge-
neruje rozwiazania nie gorsze od algorytmu CPM-COST, pozwala unikna¢ skrocenia
czynnosci, ktorych przyspieszenie mogloby w kolejnych iteracjach okaza¢ sig zby-
teczne". Nowy algorytm nie znajduje natomiast bezposredniego zastosowania w za-
daniach (1)—(2). Ponadto wynikow uzyskanych dla posrednich iteracji, wykonywa-
nych w celu skrdcenia czasu realizacji przedsigwzigcia do 7*, nie nalezy traktowac
jako rozwiazania optymalne dla momentow 7* + 1, T* +2, ...

Warto podkresli¢, ze poza algorytmem opisanym w pracy [3], mozna znalez¢
w literaturze wiele innych recznych procedur obliczeniowych, majacych na celu wy-
generowanie postaci krzywej czasowo-kosztowej dla matych projektéw. Sa to jednak
metody przyblizone, z ktorych czes¢ powstata w sposob intuicyjny'®.

' Jest liniowa [3], [6], [8], [13], [24], [26], [38], [39], [45], wypukta [28], [33], [42] badz wklesta
[9].

15 Zob. twierdzenia i przyktady oméwione w poprzednich rozdziatach.

1 Metoda przyblizona jest na przyktad oméwiony w pracy [3] algorytm tablicowy, opracowany na pod-
stawie tych samych zatozen, co algorytm CPM-COST. Dlatego tez dziala on niepoprawnie. Do tej grupy
algorytmow mozna zaliczy¢ metod¢ SAM (Siemens Approximation Method) [41] i jej udoskonalong wersjg,
zaproponowang przez Goyala [18]. Obie te metody maja zastosowanie tylko wowczas, gdy jednostkowy
koszt skrocenia jest staly dla danej czynno$ci. Nadaja si¢ one ponadto do bardzo matych projektow ze
wzgledu na konieczno$¢ iteracyjnego analizowania kazdej Sciezki sieci oddzielnie. Metody Siemensa
i Goyala sa podobne do zmodyfikowanej wers;ji algorytmu CPM-COST, gdyz w obu tych procedurach wybor
czynnosci, ktorych czas trwania nalezy skroci¢, jest $cisle zdeterminowany docelowym czasem dyrektywnym
inwestycji. Kolejnym przyblizonym algorytmem, niewymagajacym (cho¢ niewykluczajacym) uzycia kom-
putera jest metoda Panagiotakopoulosa [36], ktora przyjmuje bardziej realne postaci funkcji kosztow niz
metoda Siemensa czy Goyala. Z praktycznego punktu widzenia jest ona jednak do$¢ ztozona procedura, gdyz
przypomina metod¢ cechowania weztow, stosowang rowniez w pracy [11].



22 H. GASPARS

Gdy optymalne czasy trwania czynnosci nie musza by¢ catkowite, a kazdej czyn-
no$ci odpowiada ciagta liniowa funkcja kosztu zaleznego od czasu (np. [45]), problem
LTCT" rozwiazywany jest w czasie wielomianowym [43]. W przypadku liniowych
badz przedziatami liniowych funkcji kosztu mozna stosowac np. podejscie Fulkerso-
na, laczace metode maksymalnego przeplywu w sieci z programem dualnym [11],
[12], badZ programowanie parametryczne Kelley’a [25]. Zatozenie o wypuktej i cia-
glej postaci funkcji kosztu czyni jednak te metody mato uzyteczne (por. [36])"®. Ze
wzgledu na to, iz dyskretna wersja tego zagadnienia (znacznie bardziej powszechna
w praktyce [1], [20], [21], [30], [33], [35], [36]), znana jest jako problem NP-trudny,
rozwiazywany w czasie wyktadniczym [7]", podejmowane sa proby opracowania
przyblizonych metod generowania rozwiazania dla problemu dyskretnego w czasie
wielomianowym. Wymagaja one jednak zastosowania komputera [43, s. 915]*°. Poza
tym niektére z nich znajduja zastosowanie tylko wowczas, gdy koszty skracania cza-
soOw trwania dziatan o kolejne jednostki sa stale. Dlatego opracowanie dostatecznie
sprawnego algorytmu dla wersji dyskretnej wydaje si¢ nadal sprawa otwarta, o czym
wspominaja takze Czerwinski i Ignasiak w pracy [6].

Algorytmem najbardziej zblizonym do procedury zaproponowanej w niniejszej
pracy jest metoda minimalnego cigcia, autorstwa Phillipsa i Dessouky’ego (LTCT-
Solver) [34], [38]. Stanowi ona udoskonalong wersj¢ algorytméw Kelley’a i Fulker-
sona’'. Minimalne cigcie to kazdy minimalny zbior tukéw, dzielacy podsie¢ krytyczna
na dwa roztaczne zbiory zdarzen S i U takie, ze se€ S, ueU 1 SOU =W, gdzie

"7 Linear Time—Cost Tradeoff Problem.

18 Zaktadanie, iz funkcja kosztu dla poszczegdlnych czynnoéci powinna by¢ wypukla, jest kwestio-
nowane przez wielu autoréw. Ich zdaniem wystarczy, by punkty lezace na krzywej czasowo-kosztowej
dla dziatan stanowity rozwiazania Pareto-optymalne, ktore z kolei nie wykluczaja wklgstej postaci rozpa-
trywanej funkcji.

1 Jezeli przyjmiemy, ze w sktad diagramu sieciowego wchodzi n czynnosci (j = 1, .., n), a kazdej
z nich przypisano m; opcji czasowych, to istnieje H m ; mozliwych rozwigzan. Tylko wtedy, gdy sie¢

j=1
sktada si¢ z niezaleznych $ciezek, problem dyskretny mozna rozwiaza¢ w czasie wielomianowym.

% Ten algorytm polega na ustaleniu optimum dla zadania programowania liniowego, a nastepnie na
znalezieniu najblizszego rozwigzania dopuszczalnego zadania programowania dyskretnego. Wada owej
procedury jest mozliwos¢ przyjecia maksymalnie dwdch opcji czasowych dla kazdej czynno$ci. Do grupy
metod przyblizonych dziatajacych w czasie wielomianowym mozna zaliczy¢ takze algorytmy dokonujace
podziatu duzego projektu na subprojekty, dla ktoérych wyznaczane sa strategie optymalne (zob. [43,
s. 922-925] oraz [33, s.130]).

2! Poniewaz zaproponowane na poczatku lat szes¢dziesiatych ubieglego stulecia metody Fulkersona
i Kelley’a wymagaty odpowiedniego przygotowania matematycznego, bardzo szybko podjgto probe
opracowania, na podstawie tychze metod, algorytmoéow, z ktorych mogliby korzysta¢ np. inzynierowie.
Zanim Phillips i Dessouky przedstawili swoja koncepcjg, Prager przygotowat procedurg, ktora miata by¢
zrozumiata nie tylko dla przedstawicieli sSrodowiska naukowego [39]. Wykorzystat w tym celu prezenta-
cje graficzna, przypominajaca wykres Gantta. Metoda okazata si¢ jednak do$¢ ztozona i czasochtonna.
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s jest zrodtem sieci, u — jej ujsciem, a W stanowi zbiér wszystkich zdarzen grafu®.
Z definicji wynika, ze minimalne cigcie to zbidr tych wszystkich tukow, ktore zarow-
no wchodza (forward arcs), jak 1 wychodza (backward, reverse arcs) ze zbioru U.
Z kolei przekroj sklada sig z samych czynnosci typu forward. Phillips i Dessouky
proponuja, by — po wybraniu najtanszego cigcia — czasy trwania czynnosci forward
zostaty skrocone, a czynnosci backward (jezeli trwaja krocej niz czas normalny) —
wydtuzone o jednostke. Cho¢ idea algorytmu jest prosta (por. [22]), a sama procedura
zwraca zawsze optimum i to nie tylko dla czasu docelowego, lecz tez wszystkich po-
srednich etapow, to jednak pod kilkoma wzgledami ustgpuje ona udoskonalonej wer-
sji algorytmu CPM-COST>.

Oprocz catej gamy algorytmow, stanowiacych w wigkszos$ci przypadkéw metody
heurystyczne tworzone z mysla o matych projektach, druga kategoria technik stoso-
wanych w analizie czasowo-kosztowej sa metody programowania liniowego [45],
catkowitoliczbowego [20], [30], [32], [35], dynamicznego [5], [7], [21], [40]** i nieli-
niowego [28]. W przypadku niektérych z nich nie przyjmuje si¢ nawet zadnych zato-
zen co do postaci funkcji kosztu dla czynnos$ci [32], [35]. Zastosowanie metod pro-

22 W pracy [33] ciecie zdefiniowane jest jako zbior tukow taki, ze kazda $ciezka krytyczna ma przy-
najmniej jeden tuk nalezacy do tegoz cigcia. Znalezienie minimalnego cigcia odbywa si¢ w czasie
O(nmlog(n® / m)) , gdzie n oznacza liczbg zdarzen, a m liczbg czynnosci podsieci krytycznej [16]. Sposob

usprawniajacy szukanie minimalnego cigcia przedstawiono w artykule [46].

B Po pierwsze, mozliwosci skrocenia czasu realizacji przedsiewzigcia o kilka jednostek w ramach
jednej iteracji sa bardzo ograniczone. Po drugie, metoda minimalnego cigcia zostata opracowana przy
zalozeniu, ze koszt skrocenia czaséw trwania poszczegdlnych dziatan jest staly. Po trzecie, metoda ta
dopuszcza sytuacjg, w ktdrej czas trwania czynnoS$ci skroconej w j-tej iteracji bedzie wydtuzony w k-tej
iteracji, gdzie k > j. Wyobrazmy sobie, ze kierownik projektu, w momencie gdy juz przedsigwziat odpo-
wiednie kroki, by skroci¢ czas realizacji przedsigwzigcia do momentu 7%, podejmuje decyzj¢ o dodatko-
wym przyspieszeniu inwestycji do czasu 7 * — t. W tej sytuacji moze si¢ okaza¢, iz kierownik niepotrzeb-
nie przeznaczyt $rodki na skrocenie czynnosci, ktora zgodnie z ustalona strategia optymalna dla czasu
T* — t nie powinna by¢ wcale przyspieszona. Wydtuzanie w trakcie obliczen czynnosci skroconych
weczesniej nalezy traktowac jako pewnego rodzaju korektg, ktora z praktycznego punktu widzenia nie jest
jednak wygodna. O potrzebie korekcyjnego wydtuzania dziatan skroconych w poprzednich iteracjach
mowa jest tez w pracach: [3, s. 204], [15, s. 50, 53], [18], [33], [41], [43]. Jednak w niektorych przypad-
kach nadmierne skrocenie czynno$ci we wezesniejszych etapach nie jest wynikiem wyboru przekroju nie
bedacego przekrojem doktadnym, lecz jest konsekwencja skrocenia czynnosci o wigeej niz jedna jednost-
ke w ramach danej iteracji, gdy jednostkowe przyspieszenie czasu jej trwania nie byto mozliwe [33] lub
wydawato si¢ mato optacalne [41].

¥ Metode Butchera [5] mozna uzyé tylko dla sieci o bardzo prostej budowie. Z kolei algorytm Ro-
binsona [40] wymaga kazdorazowo innego sposobu postgpowania w zaleznoSci od struktury sieci. Zaleta
programowania dynamicznego jest to, ze wartosci nicliniowej funkcji kosztdéw nie wymagaja aproksyma-
cji, gdyz wystarczy je odpowiednio stablicowac. Zdaniem Robinsona, programowanie dynamiczne posia-
da zalety zaré6wno metod heurystycznych, jak i algorytméw doktadnych. Metody heurystyczne pozwalaja
przyja¢ bardziej realne funkcje kosztow, lecz sa tylko metodami przyblizonymi, algorytmy doktadne
natomiast generuja strategie optymalne, ale ograniczaja si¢ do bardzo prostych zalezno$ci migdzy czasem
trwania czynnosci a kosztem jego skrocenia.
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gramowania matematycznego prowadzi do optimum, lecz rozwiazywanie tego typu
zadan, nawet z pomoca komputera, jest niezwykle czasochlonne ze wzgledu na ko-
nieczno$¢ wprowadzenia wielu zmiennych i warunkow, a to oznacza, ze tak naprawde
nadaja si¢ one do planowania matych projektéw. Algorytmy heurystyczne z kolei
moga okazac sig szybsze, lecz niestety mniej doktadne [6], [10], [41].

Zauwazmy, iz punktem wyjs$cia dla wszystkich dotychczas wymienionych metod
jest zalozenie, ze akceleracja przedsigwzigcia moze si¢ odbywac tylko przez skra-
canie czasu trwania wybranych czynno$ci. Autorzy prac [4], [17, s. 170], [31,
s. 137], [37, s. 217], [49, s. 185] proponuja zupetnie inny sposob skracania czasu
realizacji inwestycji, polegajacy m.in. na zmniejszeniu zakresu zadan wykonywa-
nych w ramach danej czynnos$ci, na dzieleniu czynnosci na krdtsze dziatania réw-
nolegle, badz na jednoczesnym wykonywaniu tych czynnosci, ktére wedtug pier-
wotnego planu miaty by¢ realizowane sekwencyjnie. Taka metoda tez wiaze sig
z ponoszeniem dodatkowych kosztow, a ponadto moze wptynac¢ na obnizenie jako-
$ci wykonania projektu. Przyjecie zatozenia o niepodzielnos$ci czynnos$ci [43]
i o braku mozliwo$ci dokonywania jakichkolwiek zmian w strukturze projektu
oznacza, iz wspomniana metod¢ kompresji sieci nalezy w naszych rozwazaniach
pominac.

Dhuga liste¢ metod wykorzystywanych w analizie czasowo-kosztowej zamykaja
specjalne programy komputerowe, majace zastosowanie w dziedzinie efektywnego
zarzadzania projektem (np. Microsoft Project, Lindo, GAMS, Optimum, Primavera)
[2], [30]. Sa one przeznaczone do planowania i nadzorowania realizacji projektu.

Poniewaz celem niniejszej pracy byto opracowanie recznej procedury oblicze-
niowej, oceny efektywnosci zaproponowanego algorytmu dokonano wigc gléwnie
na podstawie analizy pozostatych technik, ktére nie wymagaja uzycia komputera.
Wykazano, iz zaproponowana metoda generuje rozwiazania nie gorsze od wyni-
kéw uzyskiwanych za pomoca algorytmu CPM-COST. W zwiazku z tym, ze zmo-
dyfikowana wersja oparta jest na zalozeniach podobnych to tych, ktérymi kiero-
wali sig¢ Phillips i Dessouky, tworcy procedury zawsze zwracajacej optimum,
mamy prawo przypuszczaé, iz doktadno$¢ przedstawionej procedury jest zblizona
do doktadnos$ci metody minimalnego cigcia. Nowa wersja algorytmu CPM-COST
jest pozbawiona wielu wad nie tylko innych metod heurystycznych, ale roéwniez
niektorych metod programowania matematycznego. Przede wszystkim mozna ja
stosowa¢ dla dowolnej deterministycznej struktury sieci, a koszty jednostkowe
skrocenia czasu trwania danej czynnos$ci moga leze¢ zar6wno na liniowej, jak
i wypuklej czy wklestej krzywej czasowo-kosztowej. Konstrukcja algorytmu po-
zwala ponadto znacznie ograniczy¢ liczbe iteracji, potrzebnych do uzyskania
rozwiazania, a zasady opracowane dla tejze metody sa do$¢ proste, co sprawia, iz
ma ona takze walor dydaktyczny.
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A conception of a new algorithm for the project time-cost analysis

The author presents again examples of activity-on-arcs networks already given in her previous con-
tribution which revealed that in some cases the algorithm based on the critical path method with
a time-cost analysis (CPM-COST) does not provide any optimal solution. The author also presents other
defects of this method which have not been previously discussed. That is why, a new hand computational
procedure for small projects is proposed. Its main assumption consists in taking into consideration, during
the project acceleration, both critical paths as well as subcritical paths, the duration of which is longer
than the desired project completion time. Additionally, the author puts emphasis on the fact that the proj-
ect compression does not necessarily require that each critical path be shortened by exactly the same
number of units. Sometimes other solutions are cheaper and just as efficient. The new technique is com-
pared with existing heuristic and mathematical methods.

Keywords: CPM-COST, critical path method, time-cost analysis, crash time, (target) desired project
completion time, algorithm, hand computational procedures, discrete approach, small projects



