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O WYBRANYCH WEASNOSCIACH MIAR RYZYKA

Powszechnie wykorzystywane do pomiaru ryzyka miary, jakimi sa odchylenie standardowe oraz
Value-at-risk nie zawsze oddaja charakter mierzonego ryzyka. Dla uogdlnienia problematyki pomiaru
ryzyka zaproponowano podejscie zwiazane z koherentnymi miarami ryzyka. W pracy oméwiono ak-
sjomatyke zwiazana z proponowanym podejsciem oraz przeglad miar zwiazanych z omawiang ak-
sjomatyka. Przedstawiono réwniez dyskusj¢ omawianych wiasnosci oraz mozliwosci praktycznych
zastosowan.

Stowa kluczowe: ryzyko, VaR, CVaR, koherentne miary ryzyka, transformujqce miary ryzyka

1. Pojecie ryzyka oraz miar ryzyka

Percepcja ryzyka jest zazwyczaj zwiazana z potencjalnymi stratami naszych inwe-
stycji, zainwestowany kapital jest wykorzystywany do okreslenia strat. Kolejne przy-
ktady odniosa si¢ do jako$ci pomiaru ryzyka przez odchylenie standardowe oraz VaR
(Value-at-risk).

Wezmy dwie inwestycje, ktoére maja normalne rozktady stopy zwrotu. Jezeli ocze-
kiwane warto$ci stopy zwrotu sa liczbami przeciwnymi (przyktadowo —100 i +100)
oraz rozklady te maja takie samo odchylenie standardowe (przyktadowo 30), przy
interpretacji odchylenia standardowego mamy jednakowa oceng ryzyka obydwu in-
westycji.

VaR koncentruje si¢ na stratach, analizujac poziom najmniejszych wartosci roz-
ktadu stopy zwrotu z inwestycji (dolny ogon rozktadu). Wezmy 100 réznych akcji,
ktorych stopy zwrotu sa niezalezne oraz takie, ze stopa zwrotu przyjmuje wartosci:
+5 z prawdopodobienstwem 0,99 oraz —100 z prawdopodobienstwem 0,01. Porow-
najmy ryzyko dwoch portfeli: pierwszy sktada si¢ ze 100 akcji, po jednej sztuce
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kazdej akcji, drugi to 100 sztuk jednej wybranej akcji. Pierwszy portfel jest zdy-
wersyfikowany. Wyznaczajac 95% VaR, uzyskamy odpowiednio dla pierwszego
portfela 200, dla niezdywersyfikowanego — 500, co sugeruje, ze pierwszy portfel
jest bardziej ryzykowny.

Zdefiniujemy pojecie ryzyka (rynkowego i nierynkowego) oraz omowimy zarys
analiz prowadzacych do skonstruowania miar ryzyka [2]. Przedstawione miary moga
by¢ wykorzystywane przez uczestnikow rynku kapitatowego, ubezpieczeniowego oraz
indywidualnych inwestoréw chcacych alokowaé swoj kapitat.

Ryzyko zdefiniujemy jako zmiang wartosci zajetych pozycji (wartosci posiada-
nych instrumentéw) pomiedzy dwoma momentami w czasie. Ryzyko ma opisywac
zmiang przysztych wartosci posiadanych instrumentéw na skutek zmian na rynku lub
bardziej ogdlnie — niepewnych wydarzen. Zajmujemy si¢ wigc tylko przysztymi war-
to$ciami. Ryzyko jest zatem okreslone jako zmienna losowa. Przedmiotem badan jest
zmienna losowa, ktora jest zbiorem stanéw natury w przysztosci, interpretowana jako
mozliwe przyszite wartosci posiadanych instrumentéw lub portfeli.

Dla przykladu wezmy przedziat czasu (0, 7'), pomigdzy dwoma momentami
w czasie 0 1 7, oraz portfel sktadajacy si¢ z instrumentdw rozliczanych w roznych
walutach. Niech e; bedzie losowa wielkoscia jednostek waluty i (1 <i< 1), A(T) na-
tomiast wielkoscia przychodu w walucie i w momencie czasu 7. Ryzyko to przyszia

1
warto$¢ netto Zel.Al. T).
i=1

Pierwsza mozliwo$cia pomiaru ryzyka posiadanych instrumentow jest ustalenie
zbioru dopuszczalnych przysztych wartosSci posiadanych instrumentéw, ktory jest
podzbiorem wszystkich mozliwych przyszltych wartosci. Jest to taki zbior, w ktorym
ryzyko jest akceptowane przez decydentow takich jak regulatorzy, zarzadzajacy port-
felami czy rozliczajacy — podzbior akceptowalnego ryzyka.

Zbidr standw natury zapiszemy jako (2. Zakladamy, ze jest to zbior skonczony.
Poniewaz jest to zbior wynikow pewnego eksperymentu, wyznaczymy wigc wszystkie
mozliwe wartoéci na zajetych pozycjach (posiadanych instrumentow). To jest zmien-
na losowa, ktora oznaczymy jako X. Dodatkowo zapiszemy jako X~ = max(—X, 0)

oraz supremum X jako “X’H .

Zbidr ryzyk zapiszemy jako S. Jest to zbidr wszystkich funkcji o warto$ciach rze-
czywistych zdefiniowanych na (2 (zmiennych losowych). Poniewaz zaktadamy, ze
zbiér 2 jest skonczony, mozna przyjaé, ze § = R", gdzie n = card(¢2). Stozek dodat-
nich elementéw $ zapiszemy jako L., natomiast ujemnych L. .

Zapiszemy jako (1;; zbior przysztych wartosci netto wyrazonych w i-tej walucie,
ktéra w kraju i jest akceptowana przez regulatoréw j, oraz (i = H, ;.

Przedstawimy ponizej zbiér aksjomatéw dla podzbioru akceptowalnego ryzy-
ka [2].
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Aksjomat A. Zbior akceptowalnego ryzyka ( zawiera L.
Aksjomat B. Zbiér akceptowalnego ryzyka (i nie ma czes$ci wspolnej z L _ okre-
slonego jako

L =X X(w)<0,we .

Czesto ten aksjomat jest zastgpowany mocniejszym zatozeniem.

Aksjomat B2. Zbior akceptowalnego ryzyka (i spelnia warunek @ L_= {0}.

Kolejny aksjomat odnosi si¢ do awersji do ryzyka czesci decydentow, a nastepny
ma najmniej intuicyjny charakter.

Aksjomat C. Zbior akceptowalnego ryzyka @i jest wypukly.

Aksjomat D. Zbior akceptowalnego ryzyka (@ jest homogenicznie dodatnio okre-
slonym stozkiem.

Zbior akceptowalnego ryzyka jest punktem wyjscia do opisu obszaru akceptacji
lub odrzucenia ryzyka. Przejdziemy do zdefiniowania w sposdb naturalny miary ryzy-
ka poprzez okreslenie potozenia zajmowanej pozycji (ryzyka posiadanego instru-
mentu) w stosunku do zbioru akceptowanego ryzyka.

Definicja 1. Miara ryzyka jest odwzorowaniem p okreslonym z G w R.

W przypadku znanego rozktadu prawdopodobienstwa, méwimy o miarach ryzyka
zaleznych od modelu (model—dependent) lub o miarach niezaleznych od modelu (mo-
del—free). Jezeli warto$¢ p(X) jest dodatnia, jest interpretowana jako minimalna do-
datkowa wptata, ktéra musi by¢ wykonana, aby utrzymaé pozycje (zrekompensuje
straty do pozycji rynkowej). Jezeli warto$¢ p(X) jest ujemna, jest to poziom mozliwej
wypfaty, ktéra moze by¢ alokowana w dodatkowe instrumenty.

Definicja 2. Miara ryzyka zwigzana ze zbiorem akceptowalnego ryzyka.
Jezeli stopa zwrotu instrumentu wolnego od ryzyka wynosi r, miara ryzyka zwiazana
ze zbiorem akceptowalnego ryzyka (@ jest odwzorowaniem z $w R okre$lona jako

o(X)=inflk k-r+Xeal.

Definicja 3. Zbior akceptowalnego ryzyka zwiqzany z miarq ryzyka.
Zbior akceptowalnego ryzyka zwiazany z miara ryzyka p jest okreslony jako

@,= {X € 9: p(X) < 0}.

2. Wlasnos$ci miar ryzyka

Rozktady stop zwrotu dwoch ryzykownych instrumentéw (zajmowanych pozycji)
zapiszemy jako X oraz Y. Porownamy przyktadowo dwie inwestycje: pierwsza zawie-



94 G. TrRzPIOT

ra instrumenty ryzykowne oraz instrument wolny od ryzyka (ze stopa zwrotu r), druga
tylko instrumenty ryzykowne. Instrument wolny od ryzyka przynosi pewien staly
zysk, ktory rekompensuje ewentualne straty, mogace przynie$¢ inwestycje w instru-
menty ryzykowne. Straty sa redukowane wysokoscia kapitatu zainwestowanego
w instrument wolny od ryzyka.

Aksjomat 1. Translacja inwariantna
Dla dowolnego X € $ 1 «a € R zachodzi p(X + ar) = pX) — .

Jezeli zatem p(X) = a, to mamy p(X+p(X)-r) = 0, co pozwala wyznaczy¢ kapitat
niezbedny dla pokrycia ryzyka inwestycji.

Gdy poréwnujemy dwie ryzykowne inwestycje, wowczas porownujemy zysk (wy-
bierajac wigkszy) oraz ryzyko, ktére chcemy minimalizowa¢. Te relacje maja jedynie
stochastyczne znaczenie, poniewaz obserwujemy wysoko$¢ zyskow (stopy zwrotu)
oraz dodatkowo prawdopodobienstwo, z jakim wystepuja.

Aksjomat 2. Monotonicznos$¢
Dla dowolnego X, Y € 9, jezeli X< Y, to o(Y) < p(X).

Dywersyfikacja portfela redukuje ryzyko, stad dolaczenie dodatkowego instru-
mentu do portfela nie powinno zwigkszy¢ ryzyka. Ryzyko portfela nie moze zatem
przekraczaé ryzyka sumy jego sktadnikow.

Aksjomat 3. Subaddytywno$é
Dla dowolnego X, Y € §, o X+ ¥) < p(X) + p(Y).

Warunki inwestycji oraz oczekiwania inwestora czgsto radykalnie si¢ zmieniaja,
gdy zmienimy skal¢ inwestycji. W tym przypadku dywersyfikacja ma mniejsze zna-
czenie i ryzyko ros$nie wraz ze skalg inwestycji.

Aksjomat 4. Dodatnia homogeniczno$¢
Dla dowolnego X € § i 120, p(AX) = Ao(X).

Powyzsze cztery aksjomaty sa oczekiwanymi wtasno$ciami dobrej miary ryzyka.
Definicja 4. Koherencja [2] Mowimy, Ze miara ryzyka jest koherentna, jezeli
spetnia aksjomaty 1-4.

Sposrod znanych miar ryzyka nie wszystkie spelniaja powyzszy uktad warunkow.
Odchylenie standardowe nie spetnia aksjomatow 1 i 2, VaR nie spetnia aksjomatu 3'.
Obydwie te miary nie sa koherentne. Réwniez klasa miar wykorzystujacych semi-
wariancj¢ znanych z analizy portfelowej nie jest koherentna.

! Warto$¢ VaR jest strata, ktéra na ustalonym jednostronnym poziomie ufnoéci nie moze byé prze-
kroczona w ustalonym okresie czasu: VaR, (X') =—inf {x: P(X <x)> a}.
Dla rozktadu normalnego mamy: VaR =— (E(X) + @ (@) - o(X)), brak subaddytywnosci.
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Przyktadowo aksjomat o monotonicznos$ci wyklucza miare ryzyka okreslong jako
p(X) = -EX) + a-0(X), gdzie o > 0. Aksjomat o subaddytywnosci wyklucza nato-
miast miary typu semiwariancja p(X) = —E(X) + a-o((X — E(X)).

3. Kwantylowe koherentne miary ryzyka

Pomimo iz VaR nie jest miara koherentna, jest miara stosowana w praktyce. Wta-
sno$¢, ktora decyduje o tym — to koncentracja uwagi na potencjalnych stratach. Za-
proponowano miarg, ktora jest $rednim poziomem strat, jezeli poziom strat przekracza
VaR. Tak okreslona miara nazywa si¢ Expexted shortfall (ES) [1, 6], dolna warunko-
wa $rednia (tail conditional expectation — TCE) lub warunkowe Var (CVaR) zapisy-
wane jako

CVaR, = ES(X)=-E{X| X < — VaR(X)},
lub uwzgledniajac stopg wolna od ryzyka r
TCE(X)=—inf E{X/r| XIr < —VaR, (X)}.

CVaR jest definiowany jako $rednia z kwantyli najgorszych realizacji wartosci
stop zwrotu. Taka definicja zapewnia, ze VaR nie przekracza CVaR, czyli portfel
z najmniejszym CVaR musi mie¢ rowniez najnizsza warto$¢ VaR. CVaR jest funkcja
wartosci « dla ustalonego X.

Udowodniono [6], ze CVaR jest koherentna miara ryzyka, ma wlasno$¢ przechod-
niosci, jest dodatnio homogeniczna, wklgsta, monotoniczna zachowuje wtasnos¢ domi-
nacji oraz stochastycznej rzedu pierwszego i drugiego (FSD, SSD).

Analogiczng konstrukcja charakteryzuje si¢ kolejna koherentna miara ryzyka, od-
noszaca si¢ do potencjalnych strat — najgorsza warunkowa $rednia (worst conditional
expectation), okreslona nastgpujaco:

WCEJX)= —inf {E(X/r|A): P(4) > a}.
Stwierdzenie [2]. Pomigdzy okreslonymi powyzej miarami zachodzi nieréwno$¢
TCE(X) < WCE AX).

Studia empiryczne prowadzily inng droga do analitycznych wlasnosci miar domi-
nujacych warto$§¢ VaR, majacych poréwnywalne wartosci i lepsze wlasnosci.

Twierdzenie [2]. Dla kazdego rozktadu ryzyka X zachodzi
VaR (X) =—inf {o(X): pjest koherentna i p> VaR,}.



96 G. TrRzPIOT

4. Transformujgce miary ryzyka oraz dolny moment czgstkowy

Funkcja transformujaca (distortion function) jest rosnaca funkcja g: [0, 1] — [0,
1] taka, ze g(0) = 0 oraz g(1) = 1. Zadaniem tego odwzorowania jest transformacja
dystrybuanty zmiennej losowej tak, aby wyzsze wagi odpowiadaty wigkszym stratom.

Wykorzystujac powyzsze okreslenie funkcji transformujacej oraz dystrybuantg
rozktadu stopy zwrotu ryzykownego instrumentu F(-), mozemy zdefiniowac trans-
formujace miary ryzyka (distortion risk measure) p(-) nastepujaco:

0
p(X)= [2(-F()d:.

Najczgsciej wykorzystywane funkcje transformujace zebrano w tabeli 1 [4].

Tabela 1
Przyktady miar ryzyka wykorzystujacych funkcje transformujace*

Miara ryzyka Funkcja transformujaca Zalozenia

. I 1 a-1 b-1
Transformacja beta gX)=|——=t" -ty dt a<l1,b>1

! j f(a,b)
Proporcjonalna transformacja a

= <

funkcji hazardu' s =x asl
Dualna funkcja mocy’ gx)=1-(1-x)" a<l
Zasada Giniego g(x) = (1 +a)x —ax* 0<a<l

Transformacja Wanga

g = D@ (x) -7 ()

1, l-c<x<1
Expected shortfall X)=
xpected shortfa g(x) Y 0<x<l-c
l-c
va 2 ) 1, l-c<x<l1
t X=
alue at ri1s g 0, 0<x<l-c¢

1
* ¢ oznacza kwantyl rzedu ¢ dystrybuanty rozktadu X, pS(a,b)= j Ta-0de, @ () oznacza
0

dystrybuantg rozktadu normalnego, 1 — proporcjonalna transformacja funkcji hazardu oraz dualna funkcja
mocy sa szczegdlnymi przypadkami transformacji beta, 2 — Value at risk nie jest koherentna miara ryzyka.

Wirch i Hardy [10] pokazali, ze tak okreslona miara ryzyka jest koherentna, jezeli
funkcja transformujaca jest wklesta. Wiadomo, ze to zalozenie towarzyszy zastosowaniom
SSD (dominacji stochastycznych rzgdu drugiego) i jest rOwnowazne z awersja do ryzyka
potencjalnych inwestoréw. CVaR nie ma $ci$le wklgstej funkcji transformujacej. Miary
ryzyka, ktore nie sg koherentne, takie jak VaR czy odchylenie standardowe, rowniez maja
specyficzne zatozenia dotyczace preferencji potencjalnych inwestorow.
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0
Na przyktad pokazano [3], ze dla dolnej semiwariancji o = j(X - E(X))*dF(X),

odpowiednia miara ryzyka okreslona jako
p(X)=—-E(X)—ao,, dla0<a<l

jest koherentna.

Ta miara jest tatwa do zastosowania przez wykorzystujacych metodologi¢ VaR,
poniewaz przy zalozeniu rozktadu normalnego stop zwrotu powyzsze wyrazenie jest
wyznaczane analogiczne do VaR. Podstawowa rdznica polega na tym, ze dolna semi-
wariancja uwzglednia jedynie straty, a nie wszystkie mozliwe stopy zwrotu.

Stwierdzenie [3]. Wypukta kombinacja koherentnych miar ryzyka w L” jest ko-
herentna miara ryzyka w L” .

Oczywiscie mozliwe jest wlaczenie do tego typu miar ryzyka rowniez wyzszych
momentow czastkowych tak, aby urealni¢ preferencje inwestoréw. Definiujemy dolny
moment czastkowy rzedu-» jako

0
o = [(X-EX))dF(X),

N
dla catkowitych » > 1. Wowczas dla takiego ciagu, ze a, > 0 oraz Zan < 1, dla pew-
n=1

nego 0 < N < o« miara ryzyka

N
p(X)=-E(X)-) a,0,
n=1
jest koherentna.

Mozemy interpretowac te¢ miarg jako wazona $rednig pierwszych N dolnych mo-
mentow czastkowych, gdzie wartosci wag a, odpowiadaja znaczeniu danego dolnego
momentu czastkowego rzedu n. Im wyzsza jest wartos¢ n, tym wigksza waga jest na-
dana najwigkszemu ujemnemu odchyleniu od ustalonej wartosci krytycznej w wyzna-
czanym dolnym czastkowym momencie.

Podsumowanie

Transformujace miary ryzyka znalazly zastosowanie do wyznaczenia premii za
ubezpieczenie. W zarzadzaniu ryzykiem finansowym nie maja powszechnego zasto-
sowania. Miary koherentne krytykuje si¢ w zwiazku z aksjomatem 3 (subaddytyw-
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no$¢). Ten aksjomat mozna tez zinterpretowac tak, ze ryzyko duzej zdywersyfikowa-
nej inwestycji (firmy) moze by¢ mniejsze niz kilku matych niezaleznych inwestycji
(firm). Pojawiaja sig¢ argumenty za tym, ze w zastosowaniach VaR jest optymalna
miarg dla inwestoréw, natomiast CVaR jest optymalng miara dla regulatoréw, poziom
strat, ktore doprowadzaja do bankructwa nie jest bowiem bezposrednim przedmiotem
rozwazan inwestorow.
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Some properties of risk measures

The widely used risk measures as standard deviations and value at risk do not always reflect risk
preferences accurately. To overcome this problem we show coherent risk approach. For making the over-
view of the problem of risk measure we propose a coherent risk measure approach. We started from the
definition of risk (market and other) and we took a close look at construction of risk measures.

We present a set of axioms according to this approach and a collection of coherent risk measures. In
particular, we describe quantile risk measures, distortion risk measures with detailed presentation of the
most frequent distortion functions in use.

The next propositions are risk measures based on lower partial moments. We show some properties
of these measures and also discuss limitations of such measures in practical applications.

Keywords: risk, VaR, CVaR, coherent risk measures, distortion risk measure



