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OPTYMALIZACJA KOSZTOW PRZEBUDOWY PORTFELA
JAKO ZADANIE TRANSPORTOWE

Wszystkie koszty generowane przez prowizje maklerskie sa wlaczone do zadania optymalizacji
portfela. Transformacja portfela jest opisana jako zadanie transportowe. Minimalne koszty transfor-
macji portfela sa osiagnigte za pomoca pewnego rodzaju otwartego zadania optymalizacyjnego. Na-
szkicowano mozliwos¢ korygowania stopy zwrotu portfela optymalnego obciazonego kosztami trans-
akcji.

Stowa kluczowe: zadanie transportowe, portfel aktywow finansowych, koszty transakcji,
optymalizacja procesu przebudowy

1. Problem badawczy

Zarzadzanie portfelem aktywow finansowych w ogélnym przypadku polega na zby-
waniu nisko cenionych aktywow finansowych i nast¢pnie na przeznaczeniu srodkéw
uzyskanych ta droga na zakup wyzej cenionych aktywow finansowych. W szczegdlnym
przypadku jednym z rozpatrywanych aktywow moze by¢ gotowka. Dziatania te sg po-
dejmowane w celu zwigkszenia zysku, efekt jest jednak niwelowany ponoszeniem przez
inwestora stosunkowo wysokich optat prowizyjnych. Stad wywodzi si¢ zamiar uwzgled-
nienia kosztow transakcji w opisie strategii zarzadzania portfelem. Kazdy z etapow tej
strategii polega na przebudowaniu posiadanego portfela w portfel postulowany.
Umozliwia to opisanie i optymalizowanie kosztow pojedynczego etapu wspomniangj
strategii za pomoca zadania transportowego. Nalezy tu odpowiedzie¢ sobie na dwa py-
tania. Po pierwsze, czy jest mozliwa minimalizacja kosztow przebudowy posiadanego
portfela w postulowany portfel optymalny w sytuacji, gdy wykorzystywane kryterium
optymalnosci portfela opisuje doktadnie strukturg tegoz portfela? Po drugie, czy korzy-

* Katedra Badan Operacyjnych, Wydzial Zarzadzania, Akademia Ekonomiczna, Al. Niepodlegltosci
10, 60-967 Poznan, e-mail: k.piasecki@ae.poznan.pl



52 K. PIASECKI

stanie z kryterium minimalizacji kosztow przebudowy portfela jako samoistnego kryte-
rium wyznaczajacego strategie inwestycyjna pozwala inwestorowi oczekiwa¢ wzrostu
stopy zwrotu z zarzadzanego portfela? Prezentowana praca jest studium formalnym
naszkicowanego powyzej problemu.

2. Pojedyncza transakcja

Symbol P; oznacza informacj¢ o rodzaju i ilosci jednostek i-tego aktywa finanso-
wego. Optacalnos$¢ zainwestowania w aktywa finansowe P; na ustalony okres ocenia-
my za pomoca stopy zwrotu 7;. Rozwazamy transakcjg

P=P, (1)
polegajaca na zbyciu aktywa P; i nabyciu za uzyskane $rodki aktywa P,. Transakcja

(1) z zalozenia ma by¢ optacalna, co pozwala wnioskowaé, ze odpowiednie stopy
zwrotu spetniaja nierownos¢

r<r. 2)

! J

Zaktadamy tutaj implicite stato$¢ rozpatrywanego horyzontu czasowego. Nalezy
pamigta¢, ze przy dodatniej chwilowej stopie spot zaréwno poszczegblne stopy
zwrotu, jak i ich dodatnia réznica Ar beda rosty. Przyjmujac, ze warto$¢ biezaca PV
zbywanego aktywa osiaga poziom

PV(F)=C, 3)
wartos$¢ biezaca PV nabywanego aktywa musimy umniejszy¢ o prowizje do poziomu

1_
PV(P_,-)=ﬁc, (4)

gdzie symbol 77 oznacza stopg prowizji pojedynczej transakcji sprzedazy lub kupna.
Wartosci koncowe FV tych aktywow sa wyrazone w postaci zaleznosci

FV(R)=C(1+1). )
Fr(Py=CrL(1+r,). ©6)
1+7

Straty wynikajace z przeprowadzenia transakcji (1) mozemy okresli¢ jako spadek
wartosci koncowej aktualnie posiadanego aktywa. W tej sytuacji — podstawiajac C = 1
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w (5) 1 (6) — jednostkowe straty L(F,P;) generowane przez przeprowadzenie trans-

akcji (1) dla jednej jednostki aktywa P; okreslamy zaleznoscia
1-7
L(B,P) =1, =(47) =L (1+7). %)
’ I+7n

Optacalno$¢ transakceji (1) jest rownowazna z warunkiem
l;; <0, ®)

niezaleznym juz od wielkos$ci transakcji C i1 opisujacym ujemne straty jednostkowe.
Ze swej natury stopa prowizji spelnia warunek

O<n<l, 9)

co pozwala stwierdzi¢, ze przy odpowiednio duzej dodatniej rdéznicy stop zwrotu Ar
transakcja (1) staje sie optacalna. Wobec wspomnianej juz monotoniczno$ci funkcji
Ar zauwazamy, ze wraz z wydtuzeniem si¢ horyzontu inwestycyjnego ros$nie szansa
na to, ze transakcja (1) stanie si¢ transakcja optacalna. Oznacza to, ze warunek opta-
calnosci (8) zawiera implicite w sobie warunek wyznaczajacy minimalny optacalny
horyzont czasowy inwestycji. Analizujac zalezno$¢ (7) zauwazamy, ze straty rosna
wraz ze wzrostem stopy zwrotu 7; oraz wraz ze spadkiem stopy zwrotu 7;. Oznacza to,
ze zadanie minimalizacji strat jest rownowazne z zadaniem maksymalizacji przyrostu
stopy zwrotu.

3. Przebudowa portfela w zadany portfel optymalny

Zatdézmy, ze dysponujemy portfelem P= {P;P; ...; P}, gdzie symbol P; zostat zde-
finiowany w rozdziale 2. Stosujac dowolne, ale ustalone zadanie optymalizacyjne
stwierdzamy, ze postulowany optymalny portfel przyjmuje postaé P' = {P, P); ..;P},
gdzie symbol P’ oznacza aktywa finansowe tego samego rodzaju co aktywa finansowe
oznaczone symbolem P;. Aktywa P;i P/ moga sig rozni¢ liczba jednostek, a w ogdlnym
przypadku przyjmujemy, ze liczby jednostek pewnych aktywow moga by¢ rowne zeru.

Udziat wartosci aktywa P; w warto$ci portfela P wyraza si¢ proporcja

Py (r) _

Pr(p) P (10)
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okreslona jednoznacznie, gdyz znamy strukturg posiadanego portfela. Udziat warto$ci
aktywa P’ w warto$ci portfela P dany jest za pomoca proporcji

1

PYED _a, (1)
PV(P")
wyznaczonej jednoznacznie przez stosowane zadanie optymalizacyjne.
Rozwazamy transakcje
P={P:Py; .sP} = P'={R\P};..5 B}, (12)

oznaczajacg zbycie czesci zbednych aktywow portfela Pi nabycie za uzyskane $rod-
ki brakujacych aktywow portfela P Transakcje taka nazywamy przebudowa portfela
1 mozemy wyrazi¢ rOwnowaznie jako przesunigcie w postaci schematu

o, ay, .o, | o, . ] (13)
Przyjmujac, ze warto$¢ biezaca PV posiadanego portfela osiaga poziom
PV(P)=C, (14)

warto$¢ biezaca PV postulowanego portfela musimy umniejszy¢ o prowizj¢ do po-
ziomu

PV(P)=(1-4)C, (15)

gdzie symbol A oznacza indukowana stopg prowizji, rozumiang jako iloraz zaptaco-
nych prowizji do wartosci biezacej calego portfela P.W tej sytuacji, gdy zbywamy
jedynie zbedne aktywa i uzupeliamy brakujace, indukowana stopa prowizji spetnia
warunek

ey lzn_2n (16)
I+n 1+n

Zajmiemy sig teraz opisem modelu kosztow tej przebudowy. Zestawiajac razem
(10) i (14), otrzymujemy

PV(P)=a,C, (17)
za$ po zestawieniu razem (11) i (15) mamy
PV(P)=a/(1-4)C. (18)
Jesli spetniony jest warunek

PV(P)<PV(P)), (19)
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to do zbycia aktywow P; w ogole nie dochodzi, gdyz aktywa te beda jedynie dokupy-
wane. Fakt ten zmniejsza indukowana stopg prowizji 4. Symbolem K oznaczmy

zbidr wszystkich indeksow oznaczajacych rodzaje dokupywanych aktywow finanso-
wych. Mamy tutaj

K={j=12,...,n:PV(P)<PV(P)}. (20)

Jesli nierowno$¢ (19) nie jest spetniona, to sprzedajemy jedynie czgs¢ akty-
wow i-tego rodzaju, pozostawiajac jedynie resztg¢ o wartosci PV (P'). Takze i ten
fakt zmniejsza indukowana stopg prowizji A. Symbolem S nazwijmy zbior

wszystkich indeks6w oznaczajacych rodzaje sprzedawanych aktywow finansowych.
Mamy tutaj

S={i=1,2,..,n: PV(P).> PV(P)}. 1)

Przy wyznaczaniu ostatecznego ksztattu rozdzielnych zbiorow K i S niezbgdna

jest doktadna znajomos$¢ warto$ci indukowanej stopy prowizji 4. Ograniczajac kosz-
ta, dazymy oczywiscie do mozliwie maltej wartosci 4. Dyskutowane wtasnosci ele-
mentow zbiorow K 1 § stanowia przestanki do konstrukeji nastgpujacego algorytmu

wyznaczania minimalnej indukowanej stopy prowizji A :

Etap (i): Podstaw

ﬂ(—ﬁ

1+77'

Etap (ii): Podstaw

* 277
A «—— a—a(l-1)).
Hn;(l al(1-1))

Etap (iii): Jesli jest spelniony warunek
A=A,
to wyznaczona warto$¢ A jest poszukiwana minimalng stopa prowizji.
W przeciwnym przypadku podstaw
A X

1 wro¢ do Etapu (ii).

Stosujac powyzszy algorytm, nalezy pamigta¢ o kazdorazowym dostosowaniu
w Etapie (ii) postaci zbiorow § i K do aktualnej wartosci 4 indukowanej stopy

prowizji.
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Warto$¢ sprzedazy s; kazdych aktywow P; ze zbioru § jest opisana zaleznoscig

5, = (@, —al(1-2))C. (22)

Dla zbilansowania catkowitej wartosci sprzedazy z catkowita wartoscia zakupu
wprowadzamy pojgcie wartosci brutto zakupu k;, rozumianej jako warto$¢ netto zaku-
pu powigkszona o taczna prowizje zaptacona przy pozyskaniu srodkow pieni¢znych
przeznaczonych na zakup j-tego aktywa finansowego oraz przy samym zakupie tego
aktywa. Mamy

kf=(1+77)k;.=i+—77(a’]_(l—}t)—ai)C. (23)
| =1, |

Jesli symbolem x; ; oznaczymy warto$¢ aktywow P; przeznaczong na zakup akty-

wow P;, to przeksztalcenie portfela Pw portfel P' mozna przedstawi¢ jako tablicg
przeptywow srodkow pienigznych:

(24)

Sg | Xgq o e Xg e X

Dla kazdej pary (i, j) € S x K mamy wtedy nast¢pujace warunki bilansujace:
x,;20, (25)

s, = le.’j , (26)

Jjek

k= in,j ) 27

ie§
Zsi = Zk T (28)
iei je£
Latwo mozna zauwazy¢, ze wymienione warunki bilansujace opisuja zbior decyzji
dopuszczalnych {x; ;} zamknigtego zadania transportowego. Koszt przeksztatcenia

posiadanego portfela w portfel postulowany okre§lamy jako sume¢ wszystkich strat
pojedynczych transakcji przeprowadzonych w celu realizacji zalozonej przebudowy
portfela. Jesli przyjmiemy jako cel optymalizacyjny minimalizacj¢ kosztéw przebu-

dowy portfela PP to otrzymamy minimalizowana funkcje¢ celu
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z zxi,/’li,f = Z (A+7)s; —:—Z Z(l + rj) kj =const . (29)

ieS jeK ies Jjek

Funkcja celu jest funkcja stata, co oznacza, ze kazdy dopuszczalny przepltyw $rod-
kéw pienigznych jest przeplywem optymalnym w powyzszym zadaniu transporto-
wym.

Podsumowujac rozwazania tego rozdzialu zauwazamy, ze w przypadku transfor-
macji posiadanego portfela w postulowany portfel optymalny taczne koszty tego
przeksztatcenia sa state i proba ich optymalizacji nie podnosi jako$ci strategii inwe-

stycyjne;j.

4. Minimalizacja kosztow transformacji portfela
jako Kkryterium optymalizacji

Przystgpujemy ponownie do zadania minimalizacji okreslonych w poprzednim
rozdziale kosztow przebudowy portfela posiadanego w portfel postulowany. Tym
razem bedziemy rozwiazywaé nasze zadanie optymalizacyjne przyjmujac, ze nasz
portfel postulowany nie jest ksztattowany przez jakiekolwiek kryterium okreslajace
doktadny udziat wartosci poszczegdlnych aktywow w ogdlnej wartosci portfela. Po-
nownie rozwazamy transakcje (12), przy czym nie dysponujemy tym razem doktad-

nym ksztattem portfela postulowanego P

Zakladamy, ze stosowana metoda stawiania celow inwestycyjnych jest metoda
przypisujaca jedynie kazdemu aktywu finansowemu jedno z trzech zalecen:
SPRZEDAJ, TRZYMAIJ, KUPUJ. Jest to typowa sytuacja czgsto spotykana nawet po
zastosowaniu finezyjnych metod analizy rynku kapitatlowego. Realizacja dyrektywy
TRZYMAIJ nie implikuje zadnych kosztow transakcji, co pozwala pomina¢ aktywa
finansowe z taka rekomendacja. Symbolem S oznaczmy zbior wszystkich aktywow

z rekomendacja SPRZEDAJ
S=1{i=12,..,n: SPRZEDAJPF}. (30)

Symbolem K oznaczmy zbior wszystkich aktywow z rekomendacja KUPUJ
K={j=12,..,n: KUPUJP;}. (31)

W przypadku aktywow ze zbioru S dysponujemy liczbami s; okreslajacymi war-
tos¢ aktywow P; oferowanych do sprzedazy. Sprzedaz ta moze jednak napotka¢ na
bariere popytu, stworzona przez nast¢pujace czynniki:
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e zapotrzebowanie na $rodki pieni¢zne przeznaczane na zakup aktywow ze zbio-
ru K ;

e barierg popytu zgtaszanego przez rynek na aktywa P;.

Z tego powodu liczbe s; nalezy traktowac jedynie jako kres gorny mozliwej sprze-
dazy.

W przypadku aktywow ze zbioru K dysponujemy liczbami ; okreslajacymi gorne
oszacowanie wartosci brutto (w sensie opisanym w rozdziale 3) skupowanego aktywa
P;. Ograniczenie to moze wynika¢ na przyktad z werbalnych ograniczen koncentracji
ryzyka. Dodatkowo zakupy te moga by¢ ograniczone, gdy:

—nie zostaty znalezione takie aktywa ze zbioru §, ktore optacatoby sig¢ w sensie
warunku (8) wymieni¢ na aktywa Pj;

— na rynku spotykamy si¢ z nazbyt niska podaza aktywa P;.

Z tego powodu liczbe k; nalezy traktowac jedynie jako kres gorny mozliwych
zakupow. Podobnie jak w rozdziale 3, symbolem x;; oznaczmy warto$¢ srodkow pie-
ni¢znych pochodzacych ze sprzedazy aktywa P; i przeznaczanych na zakup aktywa P;.

Przeksztalcenie portfela Pw portfel P' mozna przedstawi¢ w postaci tablicy prze-
ptywow srodkoéw pienigznych (24). Dla kazdej pary (i, j) € SxK mamy wtedy (25)
oraz nastgpujace warunki bilansujace:

s > le.’]. , (32)
jeK
k; > in’j ) (33)

ieS

Gorne kresy sprzedazy i gorne kresy zakupdéw nie bilansuja si¢ w zaden wyrazny spo-
sob 1 z tego powodu do tworzonego modelu nie mozna wprowadzi¢ warunku zastepujace-
go warunek (28). Koszt przebudowy posiadanego portfela w portfel postulowany okresla-
my jako sume wszystkich strat pojedynczych transakcji, przeprowadzonych w celu
realizacji zalozonej optymalizacji portfela. Przyjmujac jako cel optymalizacyjny minimali-
zacje kosztow transformacji portfela PP, otrzymujemy minimalizowanga funkcj¢ celu

Z in,flf,_/ — min . (34)

ieS jeK

Zadania (24), (25), (32)—(34) minimalizacji kosztéw przebudowy portfela (MKPP)
sa przyktadem otwartego zadania transportowego. Rozwiazujac je, powinni§my ogra-
nicza¢ si¢ do transakcji (1) przynoszacych ujemne straty (7). Zgodnie z zaleznoscia
(7), minimalizujac koszty transformacji portfela posiadanego w portfel postulowany,
preferowane powinny by¢ transakcje zamieniajace dostgpne aktywa o mozliwie ni-
skiej stopie zwrotu na dopuszczalne do kupienia aktywa o mozliwie wysokiej stopie
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zwrotu. Oznacza to, ze przedstawiona powyzej procedura minimalizacji kosztow
transakcyjnych prowadzi do wyznaczenia portfela z maksymalna przy danych ograni-
czeniach stopa zwrotu.

Spostrzezenie to prowadzi do procedury przebudowy posiadanego portfela P

o strukturze opisanej proporcjami (10) w postulowany portfel P' o strukturze opisanej
proporcjami (11), wyznaczonymi doktadna metoda optymalizacji portfela pomijajaca
koszty transakcyjne. Przy przebudowie portfela bedziemy odrzuca¢ wszystkie te trans-
akcje, ktore nie beda oplacalne w rozumieniu warunku (8). W ten sposdb warto$¢ sprze-
dazy s; (22) 1 wartos¢ brutto zakupu k; (23) opisuja jedynie gorne kresy faktycznej sprze-
dazy i zakupow. Zastgpujac teraz zbiory (30) i (31) odpowiednio zbiorami (21) i (20),
okreslamy zadanie optymalizacyjne MKP, ktore ma prowadzi¢ do minimalizacji kosz-
tow przebudowy posiadanego portfela w portfel postulowany. Otrzymany ta droga port-
fel bedzie obciazony kosztami transakcji, nieprzekraczajacymi kosztéw przebudowy
portfela do zadanego portfela optymalnego. Oznacza to, ze przy uwzglednianiu kosztéw
transakcji portfel wskazany przez MKP moze mie¢ wyzsza stope zwrotu niz portfel
wyznaczony przez zadang metodg optymalizacji.

5. Zakonczenie

Przedstawiony model jest jedynie modelem formalnym i wymaga dalszych badan
empirycznych, ktore pozwolityby da¢ odpowiedz na nastgpujace pytania:

Czy wyznaczona w nim stopa zwrotu portfela rezultatow w znaczny sposéb roézni
si¢ od stopy zwrotu portfela wyznaczanego za pomoca réoznych doktadnych metod
optymalizacji portfela?

Czy taczne koszty transakcji w portfelu, bedacym rozwiazaniem opisanego
otwartego zadania transportowego, sa znacznie nizsze od kosztow transakcji prowa-
dzacych do otrzymania portfela wyznaczanego réoznymi doktadnymi metodami opty-
malizacji portfela?

Czy spadek stopy zwrotu portfela wynikajacy z przyjgcia do wyznaczania strategii
inwestycyjnej kryterium minimalizacji kosztow transakcyjnych jest w nalezyty sposob
rekompensowany przez spadek kosztow transakcyjnych?

Optimization costs of switching portfolio as transportation problem

All costs generated by broker’s commission are included in portfolio optimization. The value of indi-
cated broker’s commission is given as a constant point of some simple iteration process. The switching
process is described as a closed transportation problem. It is proved that for a fixed ordered pair of port-
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folios the total costs of switching the first portfolio to the second one are constant. The strategy of opti-
mizing indicated broker’s commission is proposed. The minimal switching costs are attained by means of
some kind of open transportation problem. The obtained method of cost management may be applied
together with any procedure of portfolio selection. There are sketched the possibilities of correcting re-
turn rate of optimal portfolio burdened with switching costs.

Keywords: transportation problem, financial portfolio, transaction cost, optimization portfolio switching
process



