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KRZYWA SKALI — ODPORNA I NIEPARAMETRYCZNA METODA
BADANIA ROZRZUTU WEKTORA LOSOWEGO
I STOPNIA ZALEZNOSCI ROZKEADOW BRZEGOWYCH

W pracy pokazano wybrane teoretyczne aspekty budowy i interpretacji krzywej skali oraz pewne
propozycje jej modyfikacji dostosowujace ja do zagadnien ekonomicznych. Rozwazania teoretyczne
zilustrowano za pomoca symulacji obserwacji z wielowymiarowego skosnego rozktadu 7' i mieszanin
rozktadow oraz za pomoca przykltadu empirycznego wielowymiarowego szeregu finansowego

Stowa kluczowe: statystyczna funkcja glebi, odpornosc, wielowymiarowa mediana

1. Wprowadzenie

Wskazanie odpornej i zarazem efektywnej alternatywy dla wektora przecigtnych
oraz macierzy kowariancji jako estymatoréw odpowiednio potozenia centrum i roz-
rzutu wektora losowego nalezy do najwazniejszych celow wspodtczesnej wielowymia-
rowej analizy statystycznej'. Powszechnie wiadomo, ze macierz kowariancji z proby
jest optymalnym estymatorem rozrzutu w przypadku tzw. wielowymiarowych modeli
eliptycznych. Wiadomo réwniez, ze jest to estymator skrajnie wrazliwy na obserwacje
nietypowe, pojawiajace si¢ w probie np. wskutek zmieszania populacji z innymi za-
ktocajacymi analiz¢ rozktadami. Macierz kowariancji z préby ma nieograniczong
funkcj¢ wplywu Hampela co znaczy, Ze nie jest odporna na lokalne punktowe zmie-
szania. Punkt zalamania (BP) proby skonczonej Donoho i Hubera macierzy kowarian-
cji z n-elementowej proby wynosi 1/n — zaledwie jedna obserwacja odstajaca jest
w stanie istotnie znieksztalci¢ oceng rozrzutu rozpatrywanego wektora. Macierz ko-
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wariancji z proby ma nieograniczone maksymalne obciazenie Hubera’, czyli nie jest
odporna m.in. na btedna specyfikacje¢ modelu generujacego obserwacje.

Praktyczne wykorzystanie macierzy kowariancji z proby wiaze si¢ z istnieniem
momentow drugiego rzedu wektora losowego, reprezentujacego badane zjawisko (nie
posiada ich np. wielowymiarowy rozktad Cauchy’ego). Interpretacja macierzy kowa-
riancji jest utrudniona w przypadku sko$nych rozkltadéw (np. wielowymiarowego
skos$nego rozktadu normalnego badz skosnego 7-Studenta czy Marshalla—Olkina).

W artykule przedstawiono oraz wskazano na uzyteczno$¢ w ekonomii nieparame-
trycznej miary rozrzutu wartosci wektora losowego wokol jego wielowymiarowe;j
mediany, jaka jest tzw. krzywa skali. Pokazano takze blisko zwiazane z krzywa skali
narzedzie badania stopnia zaleznosci rozktadow brzegowych wektora, jakim jest tzw.
krzywa korelacji. Sprawdzamy wybrane statystyczne wilasnosci krzywych skali i ko-
relacji za pomoca symulacji oraz na przykladzie dwuwymiarowego szeregu finanso-
wego, zlozonego z procentowych zmian cen akcji spotek Duda i Lotos notowanych na
GPW w Warszawie. Zdaniem autora prezentowane w pracy pojecia oraz wnioski mo-
ga znalez¢ zastosowanie m.in. w analizie ryzyka portfeli ubezpieczyciela.

W pracy A(S) oznacza miarg Lebesque’a zbioru mierzalnego S < RY, X" = {X|, ...,
X, } oznacza n-elementowa probe z X, BP(T, X") to punkt zalamania Hubera estyma-
tora T z n-elementowej proby, [x] oznacza najwigksza liczbg catkowita nie wigksza od
x, przez F oznaczamy klase rozktadéw na borelowskim o— ciele R%.

2. Wybrane wiadomosci na temat wielowymiarowych kwantyli

Korzystne pod wzglgdem odpornosci wiasnosci jednowymiarowych metod staty-
stycznych wykorzystujacych statystyki porzadkowe sprawiaja, ze studia nad pojgciem
wielowymiarowego kwantyla od wielu lat ciesza si¢ duzym zainteresowaniem wsrod
0s6b zajmujacych si¢ ekonomia. Zaznaczmy, ze trudnos¢ definiowania wiclowymia-
rowego kwantyla wigze si¢ m.in. z nieistnieniem naturalnego porzadku w R%, d > 2,
ktory to porzadek stanowi podstawe definicji w przypadku jednowymiarowym.

W obrebie wspomnianych badan mozna wyrdzni¢ co najmniej trzy dominujace
nurty, tzw. koncepcje glebi danych’ (ang. data depth concept), koncepcje glebi

% Rozwazamy mozliwe rozktady G i model mieszaniny (1 — &)F + G dla ustalonego &> 0. W takim
przypadku maksymalne obciazenie 7(-) w punkcie F definiowane jest jako B(g; T, F) = supg||T((1 — &)F +
&G) = T(F).

B(g, T, F) wskazuje najgorsze obciazenie, spowodowane zmieszaniem wielko$ci ¢ zatozonego roz-
ktadu. Uwaza sig, ze 7(-) jest odporny, jezeli dla niewielkich & krzywa maksymalnego obciazenia przyj-
muje umiarkowane wartosci.

3 Wprowadzenie moze stanowié praca Liu i in. [3].
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regresyjnej’ (ang. regression depth) oraz koncepcje kwantyli przestrzennych’ (ang.
spatial (geometrical) quantile). W ramach kazdego z podej$¢ definiowana jest tzw.
wielowymiarowa mediana. Mediany te wprowadzane sa na bazie réznych podejsé¢
analitycznych, roznia si¢ interpretacja, a jednak wykazuja pomigdzy soba wiele
zwiazkow. W kontekscie dalszych rozwazan przedstawimy jedynie kilka faktow doty-
czacych koncepcji glebi danych, odsylajac zainteresowanego szczegdtami czytelnika
np. do prac [1], [2], [7].

W ramach koncepcji rozwaza si¢ specjalne funkcje, nazywane statystycznymi
funkcjami glebi (glebiami), ktore sluza porzadkowaniu obserwacji generowanych
przez wielowymiarowe rozktady na zasadzie odstawania od centréw tychze rozkla-
déw. Punkt, dla ktérego funkcja glebi przyjmuje warto§¢ maksymalna okresla sig
mediang indukowang przez stosownie wybrana funkcje glebi.

W niniejszej pracy wykorzystujemy tzw. funkcje glebi projekcyjnej®, ktorej wia-
snosci badali m. in. Zuo [14] oraz Zuo i in. [15].

Otéz glebia projekcyjna’ punktu x € R? definiowana jest jako

[|uf=1

-1
PD(x,X") = {1 +sup [u' x—m@u'X")|/oc@ X" )} , (1)

gdzie m i o, to miary potozenia i rozrzutu w R, u’X" = {u’X|, ..., u’X,}.

Glebia projekcyjna i indukowane przez nia estymatory polozenia centrum oraz
rozrzutu wektora losowego odznaczaja si¢ bardzo dobrymi wlasnosciami w katego-
riach odpornos$ci oraz efektywnosci dla szerokiej klasy populacji. Glgbia ta jest afi-
nicznie niezmiennicza.

Najczesciej wykorzystuje sie odporne m i o, takie jak mediana (Med) badz zmody-
fikowana mediana odchylenia absolutnego od mediany MAD,:

MAD, (x") = Med, {| x; -Med(x") } @)
gdzie Med,; = (X((ssa)/2) + X(n+a1)/2)/ 2
oraz x(1y < x) < ... < X(,) 0znacza uporzadkowany zbior obserwacji.

Wykorzystujac glebig projekcyjna PD(x, F), definiuje si¢ tzw. projekcyjne ob-
szary centralne rzedu r (w obrebie koncepcji glebi danych ich brzegi okresla sig
mianem d-wymiarowych kwantyli)

4 Zagadnienie przedstawiono w pracy Mizera [7].

3 Patrz: Chaudhuri [1].

8 Zuo [14] wykazal, ze gdy punkty X" sa w ogolnej pozycji, tzn. nie wiecej niz d punktow z X" lezy
w d — 1 wymiarowej hiperptaszczyznie, to wtedy BP(PMp, X") = [(n — d + 1)/2]/n, gdzie PMr oznacza
mediang projekcyjna.

7 W dodatku zamieszczonym na koncu artykutu mozna znalez¢ funkcje $rodowiska R, umozliwiajaca
przyblizone obliczanie glebi projekcyjnej za pomoca algorytmu Dyckerhoffa [2].



50 D. KOSIOROWSKI

PCp(r)={x:PD(x,F)=r}. 3)

Jesli rozklad F jest centralnie symetryczny, to obszary centralne odznaczaja sig ta-
ka samg wlasnoscia.

3. Krzywa skali

Istotne geometryczne wlasnos$ci wielowymiarowego rozktadu prawdopodobien-
stwa mozna wyrazi¢ za pomocg stosownie definiowanych konturéw. Kontury rozu-
miane jako poziomy réownej gestosci prawdopodobienstwa wykorzystuje si¢ m.in. do
przedstawienia lokalnej struktury rozkladu. Jesli interesuje nas raczej globalna niz
lokalna struktura rozktadu, to kontury mozna zdefiniowa¢ jako pewna funkcje, ktora
mierzy odstawanie punktu od stosownie wybranego centrum rozktadu. W takiej sytu-
acji kontury moga postuzy¢ do nieparametrycznego opisu rozrzutu rozktadu poprzez
wykorzystanie objgtosci obszarow odgraniczonych przez kontur.

Nawiazujac do wprowadzonej powyzej glebi projekcyjnej zauwazmy, ze rozktad
prawdopodobienstwa w d-wymiarowej przestrzeni mozna opisa¢ za pomoca projek-
cyjnych obszarow centralnych. Obszary te tworza zagniezdzong rodzing zbiordw,
ktore zawieraja wlasciwie zdefiniowane centrum i ktorych wielkosc¢ i ksztatt odzwier-
ciedla rozrzut i stopien zalezno$ci rozktadu. Wykorzystujac obszary centralne, moze-
my zaproponowac czgsciowy porzadek rodziny rozktadow prawdopodobienstwa ¥ na
R? d > 2, ze wzgledu na stopien rozrzutu wokot mediany projekcyjnej. Rozwazmy
mianowicie:

Definicja. Niech PD(-, -) bedzie funkcjonatem glebi projekcyjnej na RY x 7. Po-
wiemy, ze rozklad P nalezacy do ¥ odznacza si¢ wigkszym rozrzutem niz rozktad QO
w ¥, co oznaczamy P > pp Q, jezeli

A(PCp(@)) 2 A(PCy(e)), dlakazdego a> 0. 4)

Innymi stowy rozktad P odznacza sig¢ wigkszym rozrzutem niz Q, jezeli dla kazde-
go a > 0, a — centralny obszar projekcyjny opierajacy si¢ o PD(:, P) ma wigksza ob-
jetos¢ niz opierajacy sie o PD(:, Q).

Wykorzystujac centralne obszary projekcyjne, mozemy zdefiniowa¢ tzw. krzywa
skali bedaca rzeczywistym funkcjonatem objetosci obszaréw centralnych, a stuzaca
do nieparametrycznego opisu rozrzutu wektora losowego wokot wielowymiarowe;j
mediany. Krzywa skali jest definiowana jako

ve(r)=A(PCL(r),0<r<1. ®)



Krzywa skali... 51

Krzywa skali jest dwuwymiarowa metoda opisu rozrzutu warto$ci wektora loso-
wego wokol mediany projekcyjnej. W zwiazku z tym, ze projekcyjne obszary central-
ne stanowia zagniezdzona rodzing zbiorow, krzywa skali stuzy do pomiaru stopnia
ekspansji obszaré6w centralnych wraz ze wzrastajaca masa probabilistyczna w nich
zawartg (patrz rys. 11 2).

Mediana
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Matzenstwa

Rys. 1. Liczba urodzen i liczba malzenstw w powiatach RP w roku 2006
— 50% obszar centralny sporzadzony z wykorzystaniem glgbi Tukeya
Z16d1o: Obliczenia wlasne, dane GUS.
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Rys. 2. Liczba urodzen i liczba matzenstw w powiatach RP w roku 2006
—90% obszar centralny sporzadzony z wykorzystaniem glebi Tukeya
Z16dto: Obliczenia whasne, dane GUS.

Krzywa skali zostala wprowadzona przez Liu i in. [3]), Zuo i Serfling [13] oraz
Serfling [10] przedstawili jej teori¢ asymptotyczna. Autorzy pokazali jednostajna
mocng zbiezno$¢ krzywej skali z proby do jej odpowiedniczki w populacji. Serfling
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wykazal, ze krzywa skali ma struktur¢ uogélnionej funkcji kwantylowej. Wang
i Serfling [11] opisali funkcje wptywu funkcjonatu objegtosci zbiorow indukowa-
nych przez uogélnione funkcje kwantylowe (takimi funkcjami w szczegdlnosci sa
funkcje glebi). Z ich pracy wynika, ze funkcja wptywu krzywej skali jest funkcja
o dwoch warto$ciach ze skokiem na brzegu p-tego obszaru centralnego. Funkcja
wplywu przyjmuje ujemne warto$ci wewnatrz oraz dodatnie na zewnatrz p-tego
obszaru centralnego. Wynika stad, ze krzywa skali odznacza sig skonczona czulo-
$cig na bledy grube i nieskonczona czulo$cia na lokalne przesunigcia. Punktowe
zmieszanie populacji powoduje niedoszacowanie badz przeszacowanie w zaleznos$ci
od tego, czy zmieszanie ma miejsce wewnatrz czy na zewnatrz p-tego obszaru cen-
tralnego. Krzywa skali jako estymator rozrzutu jest afinicznie ekwiwariantna. Wta-
snos¢ ta wynika z wtasnosci glebi projekcyjne;.

4. Krzywa korelacji

Krzywa skali mozna takze wykorzysta¢ do opisu stopnia zalezno$ci pomigdzy
rozktadami brzegowymi wielowymiarowego rozktadu. Pomyst na takie jej zastoso-
wanie opiera si¢ na znanej obserwacji, ze rozklad nalezacy do pewnej klasy rozkta-
dow i1 odznaczajacy si¢ brakiem zaleznos$ci pomigdzy rozktadami brzegowymi ma
wigkszy rozrzut wokot centrum niz rozktad tej klasy odznaczajacy si¢ zaleznos$cia
pomigdzy rozktadami brzegowymi. Dla przyktadu, gdy F' ~ N, (m, X), wtedy odpo-
wiednim rozktadem ,,braku zalezno$ci” jest Fjy ~ N, (m, diagXZ). Mysl t¢ wykorzy-
stuje si¢ porzadkujac rozktady ze wzgledu na sitg¢ liniowej zaleznosci rozktadow
brzegowych z zastosowaniem pewnej funkcji macierzy kowariancji np. wyznacz-
nika.

Nawiazujac do wprowadzonych wczesniej pojgé nasuwa si¢ pomyst, aby pomiar
zaleznos$ci pomigdzy rozktadami brzegowymi pewnego rozkladu wykona¢ na bazie
odlegtosci pomigdzy krzywymi skali sporzadzonymi dla tegoz rozktadu i dla roz-
ktadu reprezentujacego brak zaleznosci. Pomyst ten rozwijali m.in. Mosler [8] i Ro-
manazzi [9].

Niech Fy bedzie ,,rozkladem niezalezno$ci” zwiazanym z danym rozktadem F.
Latwo zauwazy¢, ze krzywa skali F\y powinna przebiega¢ powyzej krzywej skali F.
Mozna wykorzysta¢ obszar pomigdzy krzywa skali Fy i krzywa skali F do pomiaru
stopnia zaleznosci rozktadow brzegowych F.

Romanazzi sugeruje, aby w tym celu wykorzysta¢ znormalizowana wersj¢ odle-
glosci Euklidesa pomigdzy krzywymi skali, nazywana krzywa korelacji:
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1/2
a

J' (AC(t, F)) - AC(t, F))dt

7/1 (aa F) = 2 H (6)
j (AC(t, Fy) + AC(t, F))*dt
0

gdzie A oznacza miarg Lebesque’a, F jest ,,rozktadem niezaleznosci”.

Krzywa korelacji wyraza odleglos¢ F od rozktadu niezaleznosci Fydla0 < e < 1.
Aby przedstawi¢ ja graficznie, sporzadzamy diagram rozrzutu (e, F) vs. c.

Mosler proponuje natomiast wykorzysta¢ do pomiaru stopnia zalezno$ci rozkta-
dow brzegowych iloraz

AD, * (Fiy)

GS, *(F)= 7
=S ™)
dla pewnego ustalonego & oraz zagregowana wersje miary (7):

1
j a’AD,(F)da, (8)
0

gdzie kazdy a —obszar centralny Da otrzymuje wage .

Zasadniczy problem zwiazany z wykorzystaniem krzywej korelacji w praktyce
wiaze si¢ z tym, ze na ogol nie jesteSmy w stanie wskazac ,,rozktadu niezaleznosci”,
gdyz nie znamy klasy rozktadoéw, do ktorej nalezy interesujacy nas rozktad. Jedyna
informacje jaka dysponujemy stanowi proba. Okazuje si¢, ze takze w takiej sytuacji
mozemy z powodzeniem wykorzystywac krzywa korelacji. Romanazzi [9] przedsta-
wia interesujacy sposob postgpowania w takich sytuacjach, wywodzacy si¢ z zasady
randomizacji.

Przypusémy, ze X jest n x p macierza losowa, ktorej wiersze X; = Xy, ..., Xip)T sq
obserwacjami z n-elementowej proby losowej z p-wymiarowego rozktadu F' oraz roz-
wazmy odwzorowanie X — 7X, gdzie 7 jest przeksztalceniem, ktére zamienia kazda
kolumne X/ = Xijs o X,,j)T macierzy X permutacja jej sktadowych. Zauwazmy, ze
jesli kolumny X maja rozne elementy, to wtedy jest (n!) takich przeksztatcen. Niech
ﬁn’r bedzie rozktadem zX oraz niech y bedzie klasg takich rozktadow. Romanazzi

dowodzi twierdzenia gloszacego, ze warunkujac obserwowana proba, stosownym
,rozktadem niezalezno$ci” dla F' jest mieszanina

N 1 A
Fn,O_(n!)p Z Fn,z" (9)

Tey
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Aproksymacje FN;z,O uzyskuje si¢ biorac losowa probe m rozktadow z y.

Krzywa korelacji sporzadzona z wykorzystaniem glebi projekcyjnej jest afinicz-
nie ekwiwariantna. Romanazzi podkresla, ze krzywa korelacji, podobnie jak krzywa
skali, musi by¢ uwaznie definiowana w przypadkach, gdy F jest skoncentrowane
z prawdopodobienstwem 1 na pewnej g-wymiarowej podprzestrzeni R”, z g < p.
Gdy F jest wiclowymiarowym rozktadem normalnym, wtedy krzywa korelacji jest
funkcja stata. Mozna pokaza¢, ze dla F ~ N,(m, X), gdzie X jest dodatnio okreslona
macierza wymiaru p x p dla 0 < o < 1 zachodzi

7(a, F)=(1—(detR)""*) /(1 + (detR)"'?), (10)

gdzie R = (diagZ) "*Z(diagZ) " jest macierza korelacji F.

5. Wyniki badan symulacyjnych

W celu sprawdzenia wybranych statystycznych wtasno$ci krzywych skali i korela-
cji z proby przeprowadzono badania symulacyjne. Generowano mianowicie po 500
prob, ztozonych ze 100 obserwacji pochodzacych z dwuwymiarowych rozktadow
skosnych normalnych, sko$nych 7-Studenta, Marshalla—Olkina oraz mieszanin tychze
rozktadow. Eksperymenty powtarzano kilkadziesiat razy dla sprawdzenia stabilnosci
oszacowan.
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Rys. 3. Krzywe skali — dwuwymiarowe skos$ne rozktady 7-Studenta
o dwoch stopniach swobody
Zr6dto: Obliczenia whasne.
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Rys. 4. Krzywe skali — dwuwymiarowe skos$ne rozktady normalne
Zr6dto: Obliczenia whasne.

Na rysunkach 3 i 4 zamieszczono oszacowania krzywych skali odpowiednio dla
prob pochodzacych ze sko$nego rozkladu 7-Studenta o dwodch stopniach swobody
i sko$nego rozktadu normalnego, o takich samych parametrach: potozenia m = (0,0),
rozrzutu Q; = diag(2)-1, Q, = diag(2)-5, Q; = diag(2)-50, ksztattu a0 = (2, -5).

Krzywe korelacji - metoda Romanazzi

0,40

—— T(2); cov=diag(2), sk=(0,0)
0,35 —2-T(2); cov=diag(2), sk=(2,-5)
: °—T(2); =0.6, sk=(2,-5)

1-p (%)

Rys. 5. Krzywe korelacji — dwuwymiarowe sko$ne rozklady 7-Studenta
o dwoch stopniach swobody
Zrbdto: Obliczenia whasne.

Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono oszacowania krzywych korelacji proponowa-
nych przez Romanazzi’ego dla prob pochodzacych z rozkladow 7-Studenta o dwoch
stopniach swobody i sko$nego rozktadu normalnego o parametrach:

a) potozenia m = (0,0), rozrzutu Q = diag(2)-1, ksztaltu a = (0, 0),



56 D. KOSIOROWSKI

b) potozenia m = (0,0), rozrzutu Q = diag(2)-1, ksztaltu o = (2, -5),

c¢) potozenia m = (0,0), rozrzutu Q[2,1] = Q[1,2] = 0,6; Q[1,1] = Q[2.,2] =1,
ksztattu a = (2, -5)

Na rysunku 7 przedstawiono krzywe korelacji dla préb pochodzacych z dwuwy-
miarowych rozktadéw Marshalla—Olkina o parametrach A, = (1,1,1) (p = 0.33), A, =
(0.3,0.3,1) (p= 0.62), A, = (0.05,0.05,1) (o= 0.9).

Krzywe korelacji - metoda Romanazzi

0,28
N ; cov=diag(2), sk=(0,0)
~ N ; cov=diag(2), sk=(2,-5)
N ; r=0.6, sk=(2,-5)

0,24

1-p (%)

Rys. 6. Krzywe korelacji — dwuwymiarowe sko$ne rozktady normalne
Zr6dto: Obliczenia whasne.

Krzywe korelacji - metoda Romanazzi
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Rys. 7. Krzywe korelacji — dwuwymiarowe rozktady Marshalla—Olkina,
r=0,33;r=0,62; r=0,9
Zrbdto: Obliczenia whasne.

W celu sprawdzenia wtasno$ci proponowanego funkcjonatu na danych empirycz-
nych analizowano dwuwymiarowy szereg finansowy, ztozony z obserwacji procento-
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wych przyrostéw cen akcji spotek Duda i Lotos, notowanych na GPW w Warszawie
w okresie 2006.07.03-2007.04.17 (rys. 8). Rozpatrywany okres umownie podzielono
na dwa podokresy, obejmujace po sto notowan spotek. Na rysunku 9 zamieszczono
krzywe korelacji obliczone dla dwdch nastgpujacych po sobie podokreséw. Rysunek 9
przedstawia oszacowania krzywych korelacji dwuwymiarowych 0%, 5%, 10% mie-
szanin rozktadow 7(df = 2) i skosnego 7(df = 2) o parametrach potozenia odpowied-
nio ¢ = (0,0) i ¢ = (100,100), ksztattu o = (0,0) i o = (2,-5) oraz identycznej charakte-
rystyce rozrzutu €, = diag(2)-1. Na rysunku 10 przedstawiono krzywe skali dla tych
samych co na rysunku 9 populacji.

Krzywe korelacji - metoda Romanazzi
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-o - Duda&Lotos 06.11.

038

Rys. 8. Krzywe korelacji — Duda & Lotos, przyrosty cen akcji (%)
w okresie 2006.07.03—-2007.04.17
Zrbdto: Obliczenia whasne.

Krzywe korelacji - metoda Romanazzi
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Rys. 9. Krzywe korelacji — 0%, 5%, 10% mieszaniny rozkladow 7(df= 2) i skosnego T(df=2)
Zr6dto: Obliczenia whasne.
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Z rysunkéw 3 i 4 wynika, ze krzywe skali dobrze dyskryminuja rozktady skosne
normalne i sko$ne 7-Studenta, rézniace si¢ charakterystykami rozrzutu. Zaznaczmy,
ze dla wykorzystywanego w symulacjach sko$nego rozktadu 7 o dwdch stopniach
swobody nie istnieje macierz kowariancji. Rysunki 5 i 6 pokazuja, ze krzywe korelacji
sporzadzone dla izotropowych sko$nych rozktadéw normalnych i T wtasciwie ,,wy-
chwytuja” wptyw skos$nosci na brak niezalezno$ci rozktadow brzegowych.

Krzywe skali
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Rys. 10. Krzywe skali — 0%, 5%, 10% mieszaniny rozktadéw T(df'= 2) i sko$nego T(df = 2)
Zrbdto: Obliczenia whasne.

Rysunek 7 pokazuje, ze krzywa korelacji dobrze si¢ sprawuje w przypadku roz-
ktadu nienalezacego do rodziny wyktadniczej. Nalezy podkresli¢, ze z krzywej kore-
lacji mozna odczytaé, jak przedstawia si¢ struktura zaleznos$ci rozktadu w zaleznos$ci
od bliskosci centrum rozktadu. Przyktadowo z rysunku 8 odczytujemy, ze zalezno$¢
pomigdzy przyrostami cen akcji spolek Duda & Lotos manifestuje si¢ mocniej blizej
centrum, stabiej w obszarach od centrum znacznie oddalonych, inaczej niz w przy-
padku rozkladu Marshalla—Olkina. Z rysunku 9 wynika, ze krzywa korelacji jest
wrazliwa na zmieszanie populacji, co w zalezno$ci od punktu widzenia mozna po-
czyta¢ za jej wadg badz zalete. Z rysunku 10 wynika, ze krzywa skali jest wzglednie
niewrazliwa na zmieszania populacji.

Podsumowanie

Analiza rozrzutu wektora losowego reprezentujacego zjawisko ekonomiczne oraz
pomiar stopnia zaleznosci jego rozkltadéw brzegowych stanowia istotne czgsci procesu
weryfikacji teorii ekonomicznej, modelowania ryzyka aktuarialnego badz finansowego.
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Przedstawiane w pracy krzywe skali oraz korelacji stanowia, zdaniem autora, inte-
resujace alternatywy dla klasycznych metod analizy rozrzutu i stopnia zaleznosci roz-
ktadow brzegowych, zwtaszcza w przypadku niewielkiej wiedzy a priori na temat
badanego zjawiska. Na uwage zasluguja wilasnosci metod polegajace na tym, ze
krzywe pokazuja struktury rozrzutu i korelacji rozktadu w powiazaniu z miara odsta-
wania od centrum rozktadu. Wypada podkresli¢, ze zard6wno krzywa skali, jak i krzy-
wa korelacji moga zosta¢ sporzadzone z wykorzystaniem innych funkcji glebi (np.
glebi Tukey’a czy symplicjalnej) badz z wykorzystaniem kwantyli przestrzennych.
Z badan autora wynika jednak, ze wtasnie glebia projekcyjna odznacza si¢ najlepszy-
mi w sensie odpornosci i efektywno$ci wlasnosciami.
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Dodatek

(przyblizony algorytm umozliwiajacy obliczanie
funkcji glebi projekcyjnej z proby)

Nalezy wgra¢ pakiet {MASS}.

## argumentem funkcji jest macierz danych wymiaru n*k, funkcja zwraca wartosci glebi dla kazdej
obserwacji — wiersza macierzy danych##

PROJEKCYJNAT<-function(A){mi<-c(seq(length = ncol(A),from=0,to=0))

sigma<-diag(ncol(A))

proj<-mvrnorm(n=1000,mi,sigma)

u<-t(proj)

f<-c(length=1000)

for (i in 1: 1000) fli]<-sqrt(sum(u[,i]*2))

f

us<-matrix(nrow=nrow(u),ncol=ncol(u))

for (i in 1: 1000) us[,i]<-u[,i]ATi]

us

xut<-A%*%us

MED<-c(length=1000)

for(i in 1: 1000) MEDJ[i]<-median(xut[,i])

MAD<-c(length=1000)

for(i in 1:1000) MADJ[i]<-median(abs(xut[,i]-MED[i]))

OD<-matrix(nrow=nrow(xut),ncol=ncol(xut))

for(i in 1:1000) OD[,i]<-(1/(1+(abs(xut[,i]-MED[i])/MADVi])))

PD<-c(length=nrow(OD))

for(i in 1:nrow(OD)) PD[i]<-min(ODJi,])

PD

}

Scale curve — a robust and nonparametric approach to study
a dispersion and interdependence of multivariate distributions

A scale curve is a nonparametric approach to study a dispersion of a random vector around a multi-
variate median. The scale curve is a volume functional based on probabilities allocated on the so-called
central regions induced by a given statistical depth function. The curve expresses a degree of dispersion
of random vector in a central regions expansion categories. We can also use the curve to display a degree
of interdependence of marginal components of a specific distribution.

In this paper we discuss selected theoretical aspects of the scale curve induced by a projection depth
function. We study the performance of the propositions on various multivariate data sets simulated from
skewed, fat tailed and including outliers distributions.

Keywords: statistical depth function, robustness, multivariate median



